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PREFAZIONE

La prima edizione di quest’opera venne alla luce
nel 1891. Essendo essa ora completamente esau-
rita, mi sono accinto a questa seconda edizione,
la quale contiene, rispetto alla prima, numerose

* modificazioni ed aggiunte, pur conservandone

“71v ~

pero inalterato U'ordinamento e lo sclema fonda-
mentale.

La materia che vi ¢ esposta ¢, su per (iu, tutla
quella che si suole sviluppare in un ordinario
corso di Caleolo infinitesimale per i giovani che
aspirano ad entrare nelle Scuole speciali per gli
Ingegneri, e che formano la gran maggioransa
degli studenti del primo biennio della Faeolld

| Matematica nelle nostre Universita.

L
4
7

La picecola mole di questi volumi non deve far
credere che la materia vi sia scarsa, ché anzi, a
causa dei fitti tipi, essa vi € in giusta misura.

I certo che per le profonde modificazioni che lo
spirito critico ha al presente impresse nei fon-
damenti del Calcolo, anche un Corso destinato o
quells che le Malematiche hanno come mezzo €



Vi Prefasione.

non come scopo, non pud fare a meno dei nuooi
risultati eui si é peroenuti, e il suo piano deve
stacearsi profondamente da quello degli antichi
Trattati; farebbe percio vedere di avere corta vi-
sta e poca stima del compito dei futuri Ingegneri,
chi credesse che a questi basti imparare, se pure
il possono, ad adoperare il Calcolo quasi allo
stesso modo col quale un operaio sa bravamente
Sfar funzionare una macchina, costruita da altri,
e di cui egli ignori gli interni congegni. Pero la
misura anche in questo non guasta, e certamente
l'esagerare in certi sviluppi sarebbe didatticamente
dannoso per un qualunque principiante, special-
mente perché gli farebbe annebbiare o perdere lo
sguardo sintetico dell’ insieme, e lo eondurrebbe
ad una non equa valulazione dell'importanza re-
latioa delle varie parti della scienza.

Una trattazione piu particolareggiata, e con
magyiori sottigliezze critiche, dei teoremi e pro-
blemi fondamentali del Calcolo infinitesimale, si
presenta necessaria per gli studenti di Matemati-
che pure; ma a cio6 possono bastare delle apposite
lezioni complementari, ed € precisamente a tale
scopo che io ho pubblicato da oarii anni un altro
volume intitolato : Note critiche di Calcolo infinite-
simale (Milano, 1895), nel quale sono discusse, dal
punto di vista critico, con una quanlitd di esempi
singolari, le varie quistiont di cui tratto in queste
lezioni, nel corso delle quali avro spesso occasione
di riferirmi a quelle mie Note critiche.

Ho detto d'avere conservato in questa seconda
edizione lo schema generale della prima, cioé il

meesimo ordinamento delle varie parti.



Prefazione. viI

Avorei invece potuto introdurre anch’io quella
nooita che si trooa in alcuni recenti e pregeooli
Trattati, la prosmicua, cioé, esposizione dei due
Calcoli, il differenziale e l'integrale; ma non l’ho
fatto non essendomi eonvinto dei vantaggi seienti-
fici e didattici che presenta questa fusione, la quale
d’altra parte, anziché una vera e propria fusione,
sembrami che, salvo lievi eccezioni, nenga piutto-
sto a ridursi ad uno spostamento di Capitoli, giac-
ché i concelti, le definizioni, le dimostrazioni, i
procedimenti in genere, salooché in qualche punto
di secondaria importanza, restano in sostanza gli
stessi di prima.

Milano, Giugno del 1902.
ERNESTO PascaL.
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« CAPITOLO L
Pungioni reali di variabili reali.

§ 1. Variabili reali ; gruppi di punti; punti limiti. —
Si sa dall’Algebra che cosa si intende per gran-
dezza variabile o semplicemente ovariabile; una
grandezza considerata come capace di acquistare
valori diversi, i quali possono essere in numero
finito o infinito. Misurando la grandezza con un‘al-
tra della stessa specie scelta per unita di misura,
ad ogni suo valore si pud far corrispondere un
numero reale razionale o irrazionale, positivo o
negativo. L'assieme di tutti i valori di cui é capace
la variabile, si chiama il suo campo di variabilita.

Useremo spesso una comoda rappresentazione
geometrica del campo di variabilitd. Su di una
retta segniamo un punto fisso; ogni punto della
retta avra una certa distanza dal punto fisso, e
questa distanza, fissata che sia un'unita di misura,
si pud misurare con un numero. Consideriamo
come positive le distanze dei punti che restano
alla destra del punto fisso, e come negative le al-
tre ; allora evidentemente ad ogni numero vewlr,
positivo o negativo, corrisponderd un punio dN\a

PascaL, Calcolo infinitesimale, 1. N
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retta, e ad ogni puntodella retta corrispondera un
numero siffatto. Poiché inoltre ad ogni valore di
una variabile, come abbiam detto, corrisponde an-
che un numero reale, cosi ogni valore della va-
riabile restera rappresentato da un punto della .
retta, e il eampo di variabilitda sara rappresentato
dall'assieme di punti della retta (in numero finito
o infinito) i quali possono o costituire uno o piu
segmenti completi della medesima, Bvvero essere |
punti fra loro staccati. '

In vista di tale rappresentazione geometrica,
noi, nel corso di queste lezioni, spesse volte in
luogo di parlare di:ovalori della oariabile, diremo :
punti della retta ; cosi p. es. ci occorrera spesso
usare delle espressioni come questa : consideriamo
la variabile nel punto a, intendendo dire: conside-
riamo quel valore della variabile cui corrisponde
il punto a della reita.

- Se un punto della retta appartiene al campo di va~
riabilita e nello stesso tempo appartiene ad un seg-
mento i cui punti tutti appartengono al medesimo
campo, noidiremo che la variabile data é continua in
quel punto; se il segmento di cui si parla si estende
solo alla destra o solo alla sinistra del dato punto,
allora la variabile in quel punto sara continua
solo a destra o solo a sinistra.

Se a é un punto della retta appartenente o no
al campo, ma perd tale che segnando alla sua
destra o alla sua sinistra o da ambo le parti, un
segmento piccolo a piacere avente a per estremo,
si trovi sempre in tal segmento, per quanto pic-
colo esso sia, un punto facente parie del campo,
allora diremo che a rappresenta un limite dei va-
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lori della variabile. Cosi p. es. il campo contenga
gli infiniti punti
S U WS U ) to
_gr 3 9 4 y 5 PRI n y s ssse N

é chiaro che segnando alla destra del punto zero,
un segmento piccolo a piacere, in esso si trove-
ranno sempre infiniti punti di tale specie; quindi
il punto zero é il punto limite dei valori della
variabile.

E necessario ora introdurre il concetto di punti
all’infinito (&= x) della retta ovvero valori ==« della
variabile.

Se un campo é tale che scelto un punto della
retta, lontano per quanto si voglia dall’origine,
verso la parte positiva, alla destra di esso esistano
sempre punti appartenenti al campo, si dirda che
Uestremo superiore del campo ¢ il punto 4 o; se
invece, scelto un punto della retta, verso la parte
negativa, lontano per quanto si voglia dall’origine,
alla sinistra di esso esistono sempre punti appar-
tenenti al campo si dird che l'estremo inferiore
del campo é il punto — . In corrispondenza a cio
si dira che un limite dei valori della variabile é
+ o nel primo caso e — o nel secondo. Queste
peré non bisogna considerarle che come delle
espressioni abbreviate per indicare che si verifica la
suindicata proprieta.

Infiniti valori della variabile corrispondono ad
infiniti punti della retta; un assieme di tali infiniti
punti della retta si suol chiamare un gruppo infi-
nifo dr punti,
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Si puo far vedere che un gruppo infinito di punti
distribuiti in un segmento finito deve possedere
sempre almeno un punto limite.

La dimostrazione completa di questo teorema
non la possiamo dare per ora, perché essa risul-
tera da considerazioni che faremo un poco pil
avanti, ai §§ 5 e 6. Ci limiteremo solo a fare le
seguenti considerazioni :

Dividendo il segmento finito in altri minori, vi
deve essere sempre almeno uno di questi ultimi in
cui sien contenuti infiniti punti'del gruppo primitivo,
altrimenti il gruppo primitivo risulterebbe di un
numero finito di punti. Dividendo allora tale ultimo
segmento parziale in altri minori, e ripetendo la
stessa considerazione e poi la stessa suddivisione,
si vede che si potra trovare un segmento minore
di qualunque quantita assegnabile e dentro cui
sien contenuti infiniti punti del gruppo. _

Chiamiamo a,,a,,.... gli estremi a sinistra di
ciascuno dei segmenti ottenuti colla successiva
divisione, e contenenti infiniti punti del gruppo,
supposto che,dopo ogni divisione, di tali segmenti,
se anche ve ne sia piu di uno, se ne scelga sem-
pre uno solo, e chiamiamo b,,b,,.... gli estremi a
destra dei segmenti medesimi. Essendo ogni seg-
mento sempre compreso nel precedente si hanno
le disuguaglianze

AG=0=CqAz=.....
by=by=by3=.....

ar <bn

e inoltre la differenza bn — @, vappresentando X am-
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piezza di un segmento, si pué rendere piccola a
piacere, aumentando il numero n.

Di qui si pu6 ricavare l'esistenza di un punto
limite cogli stessi ragionamenti che faremo piu
avanti al § 6.

Se gli infiniti punti del gruppo non sono piu rac-
chiusi in un segmento finito della retta, ma in un
segmento che si estende anche all’infinito, allora,
per la definizione data sopra di punto limite all'in-
finito, si vede che l'infinito positivo o negativo sara
certamente un punto limite del gruppo.

Esempio di tale ultimo gruppo potrebbe essere
quello di tutti i numeri interi positivi o negativi.

Un gruppo puo avere infiniti punti limiti, e al-
lora questi formano a loro volta un gruppo che si
suol chiamare il primo gruppo derivato dal gruppo
dato. Analogamente si ha il 2¢, 3o... gruppo de-
rivato.

L’assieme di tutti i numeri raszionali forma un
gruppo i cui punti limiti sono tutti i numeri pos-
8ibili razionali ed irrazionali. Si sa infatti che si
puod sempre calcolare un numero razionale che
differisca dal valore di un dato numero (razionale
o irrazionale) per una quantitd minore di un'altra
assegnata piccola a piacere.

Considerando un gruppo infinito di punti rac-
chiusi in un intervallo finito della retta, esistera
un punto della retta tale che alla sua destra non
esistono altri punti del gruppo, e che inoltre o
appartiene al gruppo e in un intervallo piccolo a
piacere alla sua sinistra si contengano sempre punti
del gruppo stesso, ovvero, pure appartenendo al
gruppo, norn si verifica la seconda proprieid, o -
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nalmente, non appartenendo al gruppo, si verifica
invece la seconda proprieta. Nel primo e secondo
caso tal punto si chiamera il massimo dei valori
della variabile e nel terzo caso si dira il limite
superiore. Evidentemente il limite superiore & un’
punto limite del gruppo.

Analogamente si definirebbero il minimo e il li-
mite inferiore.

Si noti che il concetto dell'esistenza di un mas-
simo o di un limite superiore é un concetto indi-
pendente da quello dell’esistenza dei punti limiti
di un gruppo infinito, e cioé, mentre per poter di-
mostrare completamente l'esistenza di questi ul-
timi, bisogna servirsi, come abbiamo detto, di
considerazioni che saranno fatte al § 6, I'esistenza
dei primi invece resta gia del tutto dimostrata da
quanto si é sopra detto.

Consideriamo ora due variabili @, x; fra loro
indipendenti. Le coppie di valori di tali variabili
potranno rappresentarsi mediante i punti del piano,
come abbiamo rappresentato i valori di una sola
variabile mediante i punti di una retta. Bastera
percio ricordare la solita rappresentazione adope-
rata nella Geomelria analitica; scegliendo nel piano
due assi coordinati, su ciascuno di essi si se-
gneranno i valori di x, e di @, e cosi ad ogni
punto del piano corrispondera una coppia di va-
riabili, e ad ogni coppia di variabili corrispondera
un punto del piano.

Similmente un sistema di valori di tre variabili

polra essere geometricamente rappresenialo dAs
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punti di uno spazio a tre dimensioni e volendo, per
comodita di rappresentazione, introdurre, come
spesso si fa, la considerazione di un cosidetto spa-
%i0 ad n dimensioni, un sistema di valoridi n va-
riabili potra essere geometricamente rappresentato
dai punti di un tal spazio.

Un assieme di infiniti punti del plano si chia-
mera un gruppo di punti, ed é chiaro che per tale
gruppo. possono ripetersi tutte le considerazioni
fatte pei gruppi di punti su di una retta. Cosi esi-
steranno dei punti limiti, che sono definiti dalla
proprieta che in un intorno comunque piccolo at-
torno ad essi, esistono sempre infiniti punti del
gruppo. Non ci dilunghiamo su cié, perché le
estensioni delle cose gia dette sono del tutto ovvie.
- § 2. Fungione di una variabile. — Due variabili &,
y possono essere legate fra loro da un rapporto di
dipendenza, in modo che, assegnato il valore ad
una variabile p. es. &, resti assegnato anche un
valore per l'altra variabile y. Cosi p. es., consi-
deriamo tutti i cerchi che si possono descrivere
attorno un centro fisso. Il raggio di tutti questi
‘cerchi é una quantita variabile, ed é anche una
quantitd variabile la loro area. Ma é noto che
fissato un valore per il raggio, resta fissato anche
quello per l'area; le due variabili sono dunque
dipendenti 1'una dall’altra.

Ora questa dipendenza potra essere di varia
natura; potra accadere che per certi valori della
variabile @, si abbia per y un valore determinato
e unico; per certi altri valori di @, per y si ab-
biano diversi valori determinati, e per cevti alx\
infine, non si abbia per y nessun JdelRTIMINBO \B-
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lore, cosi che la dipendenza propriamente detta
scompaia per certi valori di .

Ma immaginiamo di considerare solo un tal
campo di variabilita di @, e di definire in tal ma-
niera la dipendenza fra x e y che per ogni punto
del campo la y resti deferminata sempre ed in un
modo solo; diremo allora che y é funzione di x
in quel campo; la 2 si chiamera la variabile in-
dipendente.

Per indicare che y ¢ funzione di &, si adoperera
un simbolo come questo:

y :'f(x)’ M

rappresentando f, o qualunque altra lettera si vo-
glia, il simbolo di funzione.

Se la dipendenza fra le due variabili &,y é tale
che mentre y si pud considerare funzione di ,
anche x pu6 inversamente considerarsi funzione
di y, la funzione = si chiamera inversa della
funzione y.

Stabilito il concetto di funzione, vien subito la
domanda: c¢'¢ un mezzo analitico o geometrico per
rappresentare la dipendenza che esiste fra la fun-
zione y e la variabile indipendente x? cioé un
mezzo mediante il quale dato un valore ad @, si
possa ricavare il corrispondente valore di y?

Un'idea che viene spontanea & la seguente: con-
sideriamo, come si fa in Geometria analitica, le &
e y come le coordinate di un punto del piano. Fa-
cendo variare @, facendole assumere tutti quegli
infiniti valori pei quali la funzione y é stata defi-
nita, si avranno infiniti punti del piano, ¢ quali il

P delle volte potranno formare una curva ne\ -
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senso ordinario della parola; disegnata che si é
questa curva, é chiaro che si ha una rappresen-
tazione geomelrica della funzione y, inquantoché
la curva potra rappresentare in certo modo, la
maniera di variare di y rispetto al variare di .
Pero avvertiamo che una siffatta rappresentazione
geometrica non sempre & possibile, potendo imma-
ginarsi funzioni per le quali gli infiniti punti di
coordinate &, y non costituiscano nel loro assieme
una curva nel senso ordinario della parola.

Esempii di ci6 se ne possono dare molti e di
varia natura. Basta limitarsi al seguente: si im-
magini la funzione cosidetta di DIRICHLET (Y), che per
tutti i valori razionali di x sia zero, e per tuttii
valori irrazionali di x sia 1.

La rappresentazione geometrica di questa fun-
zione é l'assieme di tutti i punti razionali sull’asse
di , e di tutti i punti irrazionali su di un asse
parallelo al primo e distante da esso della quan-
titd 1. Tutti questi punti non formano perd una
curva nel senso ordinario della parola.

In quanto ad una rappresentazione analitica delle
funzioni ecco quello che abbiamo a dire. Nelle Ma-
tematiche elementari, e nell’Algebra, si sono stu-
diate le operazioni fondamentali che si possono
fare colle quantita, come la somma, la sottrazione,
la moltiplicazione, la divisione, 1'elevazione a po-
tenza, l'estrazione di radice; ciascuna di queste
operazioni applicata alla variabile # dé& per risul-
tato una nuova variabile il cui valore dipende in

(Y Per tale funzione v. il n. 1 del mio volume: Eserciii e
note critiche di .calcolo infinitesimale, Milano 18%.
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generale dal valore di @, e che pué dunque in ge-
nerale dirsi una funzione di @. Lo stesso puo dirsi
se sulla variabile # non si applica una sola di
quelle operazioni, ma parecchie di esse, ovvero
una stessa si ripeta un numero finito di volte, o
anche infinite volte, come sarebbe il caso delle
serie infinite o dei prodotti infiniti che si studiano
nell’Algebra. Altri esempi di funzioni sarebbero
dati da quelle variabili y che rappresentano ri-
spettivamente il seno, il coseno, la tangente etc.,
di un arco @, oppure il logoritmo o I'esponenziale
di un numero .

Ognuna di queste funzioni corrisponde ad una
operazione analitica ben determinata da effettuarsi
sulla variabile, e ogni funzione il cui valore possa
calcolarsi effettuando una successione di tali ope-
razioni si dird una funzione capace di una rap-
presentazione analitica ; perd avvertiamo che la
possibilita di una rappresentazione siffatia non é
affatto inerente al concetto e alla definizione ge-
nerale di funszione, potendo immaginarsi una di-
pendenza tale fra @ e y che non possa essere sif-
fattamente con formole analitiche rappresentata
per tutto il campo di variabilita della «; percio
quando noi parliamo di funzioni, facciamo astra-
zione, in generale, dalla possibilitd o meno della
sua rappresentazione analitica.

Fra le operazioni analitiche enumerate di so-
pra ¢ da aggiungersi anche la cosidetta opera-
zione di limite di cui si parla nell’Algebra, e di
cui tratteremo piu sotto; una funzione la cui rap-
presentazione analitica dipenda da tale operazione

é p. es. quella di DIRICHLET, € per essa rimandiamo
volume citato alla pag. precedente.



Cap. 1. § 2. Funzione di una variabile. 11

- Una funzione rappresentabile analiticamente, e
nella quale la variabile « e le sue potenze intere
sieno sottoposte solo alle quattro prime operazioni
fondamentali dell'aritmetlica, si chiama una fun-
zione razionale. La sua forma generale é:

apFa,z+a, xt+4-....+ amaxm
bo+byetboaxt4.... 4 bpaxn’

y=[ (x)=

Se invece la variabile « e le sue polenze intere
sono assoggettate alle sole tre prime operazioni
(somma, sottrazione, moltiplicazione) allora si ha
la funzione razionale intera.

La rappresentazione analitica di cui abbiamo
trattato finora, si suol chiamare esplicita, per con-
trapporla ad un’altra specie di rappresentazione
analitica che si chiama implicita.

Immaginiamo data una relazione analitica fra
le due variabili @, y, cioé immaginiamo stabilita
una serie di operazioni analitiche da farsi contem-
poraneamente sulle due variabili, e fissato che per
queste variabili si debbano prendere tali coppie
di valori che, eseguite le indicate operazioni, il
risultato finale sia lo zero; in simbolo cio lo indi-
chiamo colla formola

f(@?,!/) =0

dove f indica I'assieme di tutte quelle operazioni
analitiche* da eseguirsi. Per fissare le idee, suppo-
niamo che si abbia un'equazione di grado n in y,
e i cui coefficienti sieno delle deferminale Sworiomn
di z. In questo caso & chiaro che dalo Wn WO
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ad @, si ha un'equazione in y a coefficienti deter-
minati, la quale, come si sa dall’ Algebra, am-
mette sempre n radici reali o immaginarie; se fra
queste radici ce n'é sempre una reale quando & -
non oltrepassi certi valori, e se fissiamo poi una ma-
niera colla quale possiamo volta per volta prendere
in considerazione una speciale radice reale invece
di tutte le altre che per avventura potranno esserci,
allora ¢ chiaro che per ogni « compresa in quel
certo campo di variabilita, la y resta determinata
e potra percio dirsi funzione di x. Il valore.di y
resta cosi rappresentato come radice di una certa
equazione, e quindi non potra calcolarsi, se non
si sa risolvere l'equazione; la y-si chiama allora
una funzione rappresentata implicitamente, o una
funzione implicita di x; se si pud risolvere I'equa-
zione, la formola di risoluzione, dara la rappre-
sentazione analitica esplicita della funzione.

Prima di por lermine a questo paragrafd noi
dobbiamo avvertire una cosa; poiché nel § 1 ab-
biamo rappresentato i valori di una variabile me-
diante i punti di una retta, cosi siamo natural-
mente condotti a usare in seguito I'espressione:
Sfunzione dei punti della retta, per dire: funzione
della variabile i cui valori sono rappresentati da
quei tali punti della retta.

§ 3. Funzione di piu variabili — Il concetto di
funzione esplicato nel § precedente pud esten-
dersi. Si abbiano n 1 variabili y,2, ®,.....2s €
sieno tali che assegnando alle # certi valori com-
presi in campi determinati, ogni volta la y assuma
un valore determinato; la y si chiamera funzione

delle variabili x.
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Per semplicitda supponiamo che si tratti di due
sole variabili 2, x,.

Se tutti gli infiniti punti del piano per i quali
¢ definita la funzione y, formano un’area piana,
noi diremo che la y é una funzione definita nel-
Uinterno di quell’area piana.

Si pué ideare una rappresentazione geometrica
delle funzioni di piu variabili che sia la estensione
diretta di quella indicata nel § 2 per le funzioni
di una sola variabile. Consideriamo il caso di due
sole variabili indipendenti, il cui campo di varia-
bilita sia rappresentato da una certa area piana.
Per ogni punto di questa, elevando una perpendi-
colare al piano, e su questa, segnando il punto la
cui distanza dal piano corrisponda al valore di y,
si potra avere nell'assieme di tutti questi punti
dello spazio, una falda di superficie, che potra
geometricamente rappresentare la funzione a due
variabili.

Si potrebbero infime ripetere per le funzioni di
piu variabili tutte quelle considerazioni gia fatte
sulla rappresentabilita analitica esplicita e impli-
cita delle funzioni di una sola variabile.

§ 4. Teorema di Weierstrass sui limiti superiori e
inferiori dei valori di una funzione. — Immaginiamo
una funzione di una o piu variabili reali: per fis-
sare le idee supponiamo che si tratti di una fun-
zione di una sola variabile, definita in un certo
segmento finito.

Per tutti i punti di tal segmento la funzione
avra un valore, e tutti questi valori rappresentati
a loro volta su di una retta, formeranno I groe-
rale un gruppo infinito di punti sulla et (. % N
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Considerando questo gruppo racchiuso in un in-
tervallo finito, esistera (v. § 1) un limite superiore
e un limite inferiore dei valori della funzione.

Se in particolare esistera un massimo e un mi-
nimo dei valori della funzione, cio vuol dire che
esistera un valore della variabile indipendente
pel quale la funzione prenda il valore massimo o
minimo. Se invece quel gruppo di punti non am-
mette un massimo, ma ammette solo un limite
superiore, non si pud piu dire lo stesso. Si puo
pero allora dimostrare il seguente teorema, detto
di WEIERSTRASS :

Sia S il limite superiore dei valori di una fun-
sione in un segmento dato ; esiste sempre in que-
sto un punto &' tale che, per un segmento piccolo
a piacere attorno ad esso, il limite superiore dei
valori della funzione sia ancora S.

Dividiamo infatti i1 segmento primitivo in due
parti, e consideriamo i valori della funzione per i
punti di tali segmenti separatamente; se S,, S, sono
ilimiti superiori dei valori della funzione nei due
segmenti parziali, si pud subito vedere che uno
almeno di questi due deve essere eguale ad S;
giacché se S fosse minore di ambedue S,, S,, esso
non sarebbe piu limite superiore dei valori della
funzione in tutto 1'intervallo, e d'altra parte se S
fosse maggiore di ambedue S,, S,, allora vi sareb-

" bero valori della funzione maggiori sia di S, che
di S, il che é impossibile.

Sia allora S=S,, e dividiamo I'intervallo in
cui il limite superiore ¢ S, in due parii, in una
almeno delle quali, per gli stessi ragionamenti, il

Zimite superiore dei valori della funzione Adene
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essere ancora S; cosi continuando si vede che si
puo trooare un intervallo piccolo per quanto ‘ci
piace e in cui il limite superiore dei valori della
Sfunzione sia ancora S.

Supponiamo ora che questa divisione e suddi-
visione dell’ intervallo si sia fatta con una legge
determinata, p. es. dividendo sempre per "metd, e
consideriamo gli estremi di tutti quei segmenti,
sempre piu piccoli, nei quali il limite superiore
dei valori della funzione é sempre S. Essi- forme-
ranno un gruppo infinito di punti, che, per il leo-
rema del § 1, ammettera sempre un punto limite
z’. In un segmento piccolo a piacere intorno ad «’,
o, come si dice, in un inforno piccolo a piacere di
x’, saranno compresi per necessita segmenti in cui
il limite superiore & S, e quindi in esso il limite
superiore sara S, con che é dimostrato il teorema.
E ovvio poi che un teorema analogo vale per il
limite inferiore.

§ 5. Limiti delle fungioni. — Immaginiamo una
funzione y; per fissare le idee la supporremo di
una sola variabile #. Supponiamo che questa si
avvicini ad un valore limite a (v. § 1), e imma-
giniamo che fissato un numero o piccolo a piacere
si possa sempre trovare solo a destra, o solo a
sinistra, o da ambo le parti del punto a, un seg-
mento tale che il valore di y per un qualunque
punto compreso in esso, sia tale che la diffe-
renza (A —y) sia in valore assoluto minore di s,
A essendo un certo numero fisso; noi diremo al-
lora che A é il limite dei valori di y per x =a,
e scriveremo in simbolo :
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Distingueremo limite a destra, o limite a sinistra,
o limite da ambo le parti, secondoché il segmento
di cui.si parla nella definizione si pud trovare
sempre solo a destra, o solo a sinistra, 0 da ambo
le parti del punto a, e potra accadere che esistano
i due limiti a destra e a sinistra, ma che il limite
a destra sia diverso dal limite a sinistra.

La data definizione di limite di una furzione
vale evidentemente pel caso in cui ambedue i va-
lori a ed A sieno finiti. Se uno di essi o ambedue
fossero infiniti, allora non varrebbe piu la data
definizione e bisognera modificarla.

Supponiamo prima che A sia I’infinito; si dira
che y ha per limite == per x=a, se, dato o
grande a piacere, si puo trovare un intorno del
punto a tale che per tutti i punti di quell’inlorno
la y sia sempre in valore assoluto maggiore di
< abbia sempre il segno positivo o il segno nega-
tivo rispettivamente.

Supponiamo che sia a =9, cioé che si consideri
il limite di y quando il valore della variabile si
accresce indefinijivamente. Diremo che y ha per
limite A per #=o quando dato s piccolo a pia-
cere si possa sempre trovare un valore o di a,
in modo che per ogni valore di  maggiore di a,
la y abbia un tale valore che la differenza A —y
sia in valore assoluto minore di c.

Finalmente, diremo che y ha per limite I'co pr
x = quando, dato » grande a piacere, si pos
trovare un valore x’ in modo che per tutte le
maggiori di &', la y sia sempre maggiore di o

Quesle considerazioni sui limiti, sviluppate

caso in cul la y sia funzione di una sola vax!
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&, possono valere anche, con leggiere modifica-
zioni, pel caso in cui si tratti di funzioni di piu
variabili.

Cosi p. e, si dird che y, funzione delle due va-
riabili &, #, ha per limite A per &z, =a,, x,=a,
quando, dato ¢ piccolo a.piacere, si pu6 trovare
un intorno del punto del piano di coordinate a, a,,
in modo che per tutti ¢ punti di tale intorno la y
differisca in valore assoluto da A per una quan-
tita minore di . Similmente nessuna difficolta si
troverebbe ad estendere le altre definizioni.

Se tutti i valori della funzione si rappresentano
su di una retta, i limiti delle funzioni corrispon-
deranno su questa retla a punti-limiti (v. § 1) del
gruppo infinito di punti.

E utile ora aggiungere qui alcune osservazioni.

Nel caso delle funzioni di una sola variabile
noi abbiamo gia osservato che si possono distin-
guere due limiti diversi per la funzione y nel punto
Z=a; cioé si puo considerare il limite a destra
di a, il quale si ha quando !'intervallo attorno al
punto a di cui si parla nella definizione si puo
rintracciare solo alla destra di a, e nqn alla sua
sinistra, e si puo considerare solo il limite a si-
nistra; e se poi esistono.ambedue gquesti limiti, e
sono dippiu fra loro eguali, allora invece di par-
lare solo di limite a destra o di limite a sinistra,
si pu6é naturalmente senz'altro parlare di limite
nel punto. '

Ora nel caso delle funzioni di piu variabili, p. es.
di due, si presentano in maggiore abbondsans ‘e
analoghe distinzioni.

PascaL, Calcolo infinitesimale, 1. k
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Per vedere ci6 torniamo per un momento alla
data definizione.

Dato ¢ si deve poter trovare un intorno del punto
(a, a,), tale che per tutti i punti di tale intorno la
differenza fra A e y sia minore di . Ora questo
intorno del punto (a; a;) pud essere di varie spe-
cie; puo accadere che sia uno o piu segmenti di
rette uscenti dal punto (a, a,), e allora ci6 vuol dire
che la y ha per limite A, solo quando le variabili
x, 2, si fanno avvicinare alle a,a, in certi spe-
ciali modi e non in certi altri; oppure pu6 acca-
dere che l'intorno di cui si parla sia un'area piana
avente pero il punto a, a, non come punto interno,
ma come punto del contorno, e ci6 vuol dire al-
lora che y ha per limite A quando col punto (&, x;)
ci avviciniamo al punto (a,a,) in certe direzioni
in numero anche infinito, ma non in tutte le dire-
zioni; e pud accadere che l'intorno comprenda
sempre nel suo interno il punto (a,a,) e allora il
limite A sussiste qualunque sia la maniera colla
quale facciamo avvicinare il punto (x; ,) al punto
(@, a;). Si vede quindi che in questo caso, anziché
considerare due soli limiti come nel caso delle
funzioni di. una variabile, si possono considerare
infiniti limiti diversi secondo le infinite maniere
colle quali ci possiamo avvicinare al punto (a; a,).

Ed é da notarsi che le maniere colle quali pos-
siamo avvicinarci al punto, possono essere di na-
tura anche diversa che quella di seguireuna curva
che vada a terminare nel punto; si puo p. es. anche
immaginare una curva la quale giri a spirale at-
torno al punto, avvicinandosi indefinitivamente ad
esso, senza mai raggiungerio, e si POSIONO e
‘nare anche altre diverse maniere.
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La seguente altra osservazione é anche degna
di nota :

Per semplicita limitiamoci al caso delle funzioni
di una sola variabile. La variabile indipendente x
puo avvicinarsi al valore a in varii modi; si puo
intendere che si avvicini ad @ in modo continuo,
cioé che il punto @ si avvicini al punto a percor-
rendo tutto I'intero tralto rettilineo, cioé passando
per tutti gli infiniti punti dell'intero segmento;
oppure si pué intendere che 2 si avvicini ad a
non passando per tutti i punti del segmento, ma
passando per un assieme di infiniti punti il cui
punto-limite sia a (v. § 1); o, come si dice, avvi-
cinandosi ad a saltuariamente. Se si tiene conto
di questa circostanza allora si pud considerare
un’altra specie di limite, ovvero si introduce una
nuova distinzione nel, concetto di limite, il quale
dipendera allora ancora dalla maniera colla quale
la variabile indipendente & si avvicina ad a e non
solo dalla direzione. Ed é possibile che il limite
concepito in questo senso esista, quando il limite
concepito nell'altro senso non esiste. Nelle defini-
zioni date avanti noi avevamo implicitamente am-
messo che la x si avvicinava ad a percorrendo
tutti i punti della retta e non saltuariamente, cioé
come si dice, che la variabile « sia continua; in-
quantoché noi abbiamo esplicitamente detto che
la disuguaglianza | A — f(x) | <s deve valere per
tutti i punti 2 dell'tntorno del punto-limite a.

Almenoché non avvertiremo del contrario, in
seguito noi daremo al concetto di limite sempre il
significato dato ad esso in principio.
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Prima di terminare questo paragrafodimostriamo
alcuni teoremi sui limiti che ci occorreranno spesso
in seguito.

Si abbiano tre funzioni di x, e sieno y, ¥', y"; e
immaginiamo che mentre & 8i avvicina al punto a,
il valore di y stia sempre compreso fra i valori
di y' e y" cioé p. es., sia sempre maggiore di y' e
minore di y" e inolire che y', y* per x = a tendano
al medesimo limite A ; 8i pué mostrare che anche
y tende ad un limite per x=a, e che tale limite
¢ la stessa quantita A.

Infatti per le ipotesi fatte sui valori di y rispetto
ai valori di y’ e ", possiamo dire che A — y sara
sempre compreso fra A—y e A —y", cioé sard
sempre maggiore di una di quelle differenze e
minore dell'altra. Allora fra le due differenze A— g’
e A—y" ve ne sara sempre. una che in valore as-
soluto sara maggiore del valore assoluto di A — y;
onde potendo sempre trovarsi un intorno del punto
a in modo che ambedue quelle differenze sieno in
valore assoluto minori di ¢ (quantita piccola a
piacere), certamente nel medesimo intorno sara
anche il valore assoluto di A —y minore di o, e
quindi y tendera ad un limite e tal limite sara A.

Un altro teorema sui limiti é il seguente: se una
funzione y, avvicinandost la variabile x ad un oa-
lore limite, cresce continuamente, o almeno non
decresce, mantenendosi pero sempre inferiore ad
un valore finito A, essa tende ad un limite che o
é A stesso o é un numero inferiore ad A.

‘Facciamo avvicinare x al suo valore limite a,

e immaginamo di disegnare su di una vetta i
punti che corrispondono ai valori di y; S\ e wn
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gruppo di infiniti punti, racchiusi in un segmento
che non puo estendersi all'infinito perché abbiamo
supposto che tutti i valori di y sono sempre mi-
nori di un numero determinato A, e quindi tutti
i punti y debbono stare tutti a sinistra del punto
ehe rappresenta il valore A. Questo gruppo deve
ammettere o un massimo o un limite superiore
(v. § 1) che sard rappresentato da un punto non
a destra del punto A, cioé o da un punto a sini-
stra di A o da A stesso. Se il gruppo ammette
un massimo, cioé se vi & un punto del gruppo,
tale che alla sua destra non esistano altri punti
del gruppo, tal punto non potra che corrispondere
ad un valore &’ di £ minore di a, perché noi ab-
biamo disegnato tutti i punti y per & compreso in
un intervallo a sinistra di @, ma non il punto y
per &= a. Allora, per le ipotesi fatte, per un &> «,
la y non potendo essere minore della y in &/, si ha
che sara eguale al valore del massimo trovato, e
quindi la g per tutto il tratto da & sino ad a é
sempre eguale a quel massimo, cioé il limite di
y per x=a é proprio quel massimo. :

Se poi il gruppo non ammette un massimo, ma
solo un limite superiore L, allora al gruppo ap-
partengono punti y vicini quanto si vuole e a si-
nistra di questo limite superiore L.

Si pud vedere che, fissato o, la differenza |L—y)
si pu6 rendere minore di ¢; giacché se conside-
riamo un segmento a sinistra di L e minore di s,
in esso devono trovarsi necessariamente punti y,
perché L é limite superiore. Ad unodi questi cor-
risponderd un punto x tale che ad un altro quo-
lungue punto x fra esso e a, corrisponde, per =
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fatte ipotesi, un punlo y compreso nel segmento
considerato e quindi tale che | L —y | sia minore
di 6. Cio mostra che L é il limite di y per x=a.

Analogamente potrebbe dimostrarsi che: se una
funzione decresce continuamente o almeno non
cresce, mantenendosi sempre superiore ad un nu-
mero B, essa tende ad un limite che o é B o é
superiore a B.

§ 6. Condizione per l'esistenza di un limite. — La
prima quistione che si presenta nella teoria dei
limiti é naturalmente questa: data una funzione,
a quali condizioni deve essa soddisfare perché
ammetta un limite determinato, quando la varia-
bile o le variabili s avvicinano a valori gida fis-
sati? Se si volesse che il limite fosse una quan-
tita fissata A, allora la definizione stessa di limite
risponderebbe a questa domanda, e con quella
definizione potrebbe decidersi se A é o non ¢ il
limite della funzione. Ma se A non é conosciuto
né dato e vuol soltanto sapersi se la funzione ha
o non ha un limite qualsiasi, quale criterio do—
vremo allora adoperare ?

Se il limite esiste e lo chiamiamo A, per la de-
finizione stessa di limite si ricava che dato un
numero ¢ piccolo a piacere si pud trovare un
intorno del punto a tale che per ogni punto com-
preso in tale intorno si abbia sempre in valore
assoluto :

ly—A | <s

Prendiamo dunque due punti di tale intorno e
chiamiamo y,, y, i valori che y ha in 2\l punti,
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sussisteranna allora contemporaneamente le due
disuguaglianze

lp—Al<<e , |ys—Al<o

Ora se le due quantita dei primi membri sono
minori di ¢, sia la loro somma che la loro diffe-
renza saranno minori di 26, e quindi possiamo
in ogni caso dire che la differenza dei due valori
Y1, Ys sara in valore assoluto minore di 21, cioé:

[ g1—ys | <20

Interpretando questo risultato possiamo dire
che: data una quantita piccola a piacere che pos-
siamo chiamare 2,8t trovera sempre un intorno
del punto a tale che la differenza dei valori della
Junzione in due punti qualunque di tale intorno,
¢ in valore assoluto minore della quantitd asse-
gnata 2 ..

Questa é dunque la condizione che ci si pre-
senta come necessaria per l'esistenza di un limite
Jinito. Possiamo dimostrare che essa ¢ anche una
condizione sufficiente.

Diamo infatti a 2¢ dei valori decrescenti, cioé

G >Gy >03 >G4 > uunn

e ogni volta troviamo 1'ampiezza dell’ intorno per
due punti del quale si verificano sempre le con-
dizioni espresse dell' enunciato del teorema. Sie-
Nno &,, &3, &3, .... punti compresi rispettivamente in
tali intorni; possiamo dire che per ogni altro punto
compreso nel primo intorno si ha

[f @) —f@)\ sy
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cioé che f(x) saréa compreso fra i due valori

Sf@)—o=a, , f@@)+o=b

di cui il primo é certamente minore del secondo
(non in valore assoluto) qualunque sia il segno di
f(xy), e la cui differenza é 2q,. Nella stessa ma-
niera possiamo dire che per un punto x del se-
condo intorno, la f(x) sard sempre compresa fra
i due valori

Sf@) —oy 5 () + 0o
Chiamiamo a, il maggiore fra i due numeri
S@)—oy € fx)—ay
e b, il minore fra i due numeri
S@)to e flas)+og;

possiamo allora dire che esistera anche un intorno,
e che sara formato della parte comune al primo
intorno, e al secondo, per un punto di cui la f(x)
é maggiore di a, ed & minore di 0,; da cid si ri-
cava anche che b, deve essere maggiore di a,,
mentre poi:
by —ay, =20,
Possiamo cosi costruire una serie di numeri
U= =03=....

e un’altra serie

by=b,=0;>....

saddisfacenti alle disuguaglianze indicate, e tali
che esista sempre un intorno del punto Wimite,per
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ogni punto del quale la f(x) é compresa fra an e

bn , di cui il primo é minore del secondo, e di cui

la differenza é minore o eguale a 24an. _
E facile inoltre mostrare che ogni numero a é

inferiore ad un qualunque numero b, p. es. ar < bs.
Giaccheé si ha, se A >k,

ar = ar < ba

e se h <k,
by =bx > ak

La successione dei numeri ¢ é dunque formata
di numeri di cui I'uno non é mai minore del pre-
cedente, e che d'altra parte non crescono all'in-
finito perché si mantengono sempre minori dei
numeri b, i quali alla loro volta sono decrescenti,
o, nella peggiore ipotesi, stazionarii, e non pero
decrescono indefinitamente mantenendosi sempre
maggiori dei numeri a. Per un teorema del para-
grafo precedente i numeri a e i numeri b tende-
ranno dunque a due limiti determinati. Ora io
dico che tali due limiti sono tra loro eguali. Se
infatti « & il limite dei numeri a, esso dovra es-
sere maggiore di tutti gli @ e dovra inoltre essere
inferiore a qualunque b giacché i b sono maggiori
di tutti i numeri a (v. teor. paragrafo precedente) ;
e cosi 8 (limite dei numeri b) dovra essere infe-
riore a tutti i b e superiore a tutti gli a; quindi
per un qualunque indice n deve aversi

an <d.<bn
an<B<bu
e quindi
ﬁ—¢<bn—an<?‘6n
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cio¢, essendo 24s piccola a piacere, la differenza
dei due limiti si pu6 rendere minore di qualun-
que quantitd assegnabile, percio essa é zero, e i
due limiti sono eguali.

~ Una dimostrazione perfettamente analoga si fa-
rebbe per mostrare che condizione necessaria e
sufficiente perché una y ammetta un limite A per
&x=o0, é che dato « piccolo a piacere 8. possa
trovare un punto ' tale che per due x maggiori
di &', la differenza delle y corrispondenti sia mi-
nore di o.

Con considerazioni assai simili a quelle di que- -
sto § potrebbe completarsi la dimostrazione cui
abbiamo accennato nel § 1 sull’esistenza dei punti-
limiti di un gruppo infinito di punti.

In effetti i numeri an, §, che abbiamo costruiti
nel § 1, godono delle medesime proprieta di quelli
costruiti di sopra, e quindi coi medesimi ragiona-
menti possiamo dedurre che essi tendono ad un
medesimo limite a.

Si assuma un intorno di « piccolo per quanto
si vuole; in esso saranno compresi due punti @,
bn di eguale indice e quindi il segmento (an ba ), €
quindi infiniti punti del gruppo dato.

§ 7. Continuitd delle funzioni di una o pid varia-
bili. Serie convergenti in egual grado. Serie di po-
tenze. — Noi abbiamo considerato nei paragrafi
precedenti, il limite dei valori che una funziop
puo avere quando colle variabili indipendenti
avviciniamo in un qualunque modo a valori fi
sati. cioé il limite di y per

a’l.’l—‘=a1 ) .1:2:-(12-..-
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Prendiamo ora in considerazione il valore che
la funzione stessa ha nel punto , =a,, 2, =a,....
Tale valore pud essere quello stesso che sié chia-
mato limite della funzione, oppure pu6é essere un
valore diverso.

Nel primo caso la funzione si dira continua in
quel tale punto che si considera; nel secondo caso
si dira discontinua.

Occorre appena osservare che definendo la con-
tinuita in tal maniera, cioé basandosi sulla consi-
derazione dei limiti, tutte le varie distinzioni che
si aveano per questi, si potranno ripetere anche
per la continuita delle funzioni; cosi trattandosi
di funzioni di una sola variabile, esse potranno es-
sere continue a destra o continue a sinistra di un
punto, o continue da ambo le parti;trattandosi di
funzioni di piu variabili, esse potranno essere con-
tinue avvicinandosi in una certa maniera al punto
rappresentativo del sistema di variabili indipen-
denti, e non essere continue avvicinandosi in al-
tre maniere.

In seguito dicendo che una funzione é continua .
in un punto, senz'altra aggiunta, si intendera
sempre che la continuita sussiste qualunque sia
la maniera colla quale si giunge alle variabili li-
miti.

Per funzione continua in tutto un intervallo.
o piu generalmente in tutto un campo, si inten-
dera poi una funzione continua in tutti i punti del
campo.

Ritornando sulla definizioné di funzione conti-
nua, noi possiamo dire che: funszione continua &
quella in cui il limite della funzione & uguole oo
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funzione del limite delle variabili, ciod
lim f () =f (lim &) =f(a).
r——a r=a

Per una funzione continua abbiamo dunque che
i due segni di funzione e di limite sono fra loro
invertibili.

Le prime funzioni continue che ci si presentano
sono quelle in cui le variabili sono assoggettate
alle sei operazioni fondamentali dell’aritmetica.

La somma di due variabili é evidentemente tale
che, col variare di una delle due variabili o di
ambedue, essa si pué far variare di tanto poco
quanto ci piace, e lo stesso si verifica ancora per
la differenza, il prodotto, il quoziente di due va-
riabili (di cui il denominatore non sia zero), la po-
tenza positiva (intera o frazionaria)di una variabile.

Cosi per esempio il quoziente—:—‘ di due varia-

2
hili, alterando queste variabili di due quantita ¢, 3,
diventa
z 48,
T2+ 8¢

da cui sottratto il valore primitivo si ha

48, 1y 28, — >3,
Tot8; Xy & (X3
e, se x, é diverso da zero, potranno sempre sce
gliersi 8,,3, in modo che tale espressione sia minor
di una quantita fissata s, perché 8,, 8, compariscon
" come fattori nel numeratore di questa frazione.
Come conseguenza immediata di questo noi
caviamo che quelle sei operazioni, rappresc
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funzioni continue delle quantita su cui sono appli-
cate, i segni che le rappresentano sono .invertibili
col segno di limite, cioé che il limite della somma
o del prodotto, o del quoziente di due quantita (di
cui quella ehefa da denominatore non abbia per li-
mite zero) é eguale alla somma, al prodotto, o al
quoziente dei limiti delle quantitd stesse; e che il
limite di una potenza positiva di una funzione é
" eguale alla potenza del limite della funzione.

Questi teoremi non sono cosi che casi particr-
lari ‘del principio che il limite di una funzione con-
tinua di una o piu quantitd é eguale alla funzione
del limite delle quantita stesse.

Altri esempi di funzioni continue ci sono dati
dalla funzione esponenziale ez, oppure az, e dalle
funzioni trigonometriche sen, cos z, tang x, etc,,
e le funzioni inverse di queste, cio¢ la funzione
logeritmica, e le funzioni arco seno, arco cosero,
arco tangente, ecc. :

Tutte queste funzioni sono continue non solo in
un punto @, ma per qualunque valore della varia-
bile indipendente reale pel quale esse sono state
definite. La proprieta della loro continuita é assai
evidente e risulta dalla stessa loro definizione.

Raccogliendo tutte queste considerazioni si ha
dunque: le funzioni che occorrono nelle mate-
matiche elementari e che- non sono che com-
binazioni in numero. finito di queile citate, sono
Junzioni continue.

Prima di chiudere questo paragrafo e passare
alle proprieta pit fondamentali delle funzioni con-
tinue, ci si presenta questa quistione: Abtamo

visto che una somma di un numero finito & ‘ex-
N |
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mini é una funzione continua dei suoi termini, e
quindi che il limite di una tal somma é eguale
alla somma dei limiti dei termini.

Ma si pud dire lo stesso se si tratti di un nu-
mero infinito di termini? se si tratti cioé di una
gerie?

Immaginiamo di avere una serie i cui termini
dipendano da una variabile x e sieno v, (), u, (2),....
e la serie:

Sun@=u, @ Fu @ +....Fun@F....

sia convergente per un certo campo dei valori
di @, cioé definisca in tale campo una funzione di
2z che chiameremo f ().

La domanda che ci facciamo é questa: facendo
accostare & ad un valore a possiamo dire che

limf(®)=limu, (@) +limu, (x)+....2 .
r=a
cioé che il segno di serie é invertibile col segno
di limite? O in altri termini: il simbolo di serie
¢é il simbolo di una funzione continua o no?

Per passare a questa ricerca dobbiamo ricordare
un concetto riguardante lo cosiddetta equiconver-
genza o convergenza in ugual grado di una serie
i cui termini sono funzioni di una o piu varia-
bili. :

Se la serie S uns () ¢ convergente per i valori
di & compresi in un certo campo, cio6 significa che
dato ¢ piccolo a piacere si pué sempre trovare un
indice = in modo che chiamando R, (x) la somma
di un numero qualunque di termini dopo I'(n — 1)me
si abbia | RBn (x) | <s.
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Se & dato il numero s e il punto @, si potra
trovare l'indice n, e per ogni punto 2 vi sara na-
turalmente un diverso indice n. Trovato un indice
n, evidentemente ogni altro indice superiore a n
soddisfera alla stessa condizione.

Se si considerano tutti i punti x del campo dato,
si ‘hanno infiniti indici n; ora si domanda: potra
trovarsi un indice n che valga nella stessa ma-
niera per tutti i punti ®? Se tale indice n puo
effettivamente trovarsi, la serie si dira conver-
gente in egual grado, ovvero equiconvergente.

Si puoé far vedere facilmente che ura con-
dizione sufficiente (non pero necessaria) per la
convergenza in egual grado di una serie, é che
la serie dei massimi valori assoluti che i diversi
termini acquistano nel ecampo in cui 8i vogliono
Jar variare le variabili sia una serie conver-
gente.

Infatti se Un é il massimo valore assoluto di
un (x) in tutto I'intervallo, sara per qualunque w,

un (@) | <Un;

ora, essendo convergente la serie delle U, si avra
che, dato s, potra trovarsi n in modo che sia:

Un-+Un+14....-Zo;
quindi sara per qualunque &:
@ |l unt1@) | 4.... o
e percio anche per qualunque x:
| Bn(@)|=]tn@+tnt1(@)+....| To

il che dimostra che la serie data & equiconNRTIRWR.



32 Cap. 1.§ 7. Limiti delle serie.

Fissato ci6 passiamo a far vedere che se una
serie é equiconvergente in un campo cOmunque
piccolo attorno un punto a, e seilimiti per x=a
dei varii termini della serie sono determinati e
Siniti, il limite della serie esiste ed é uguale alla
serie dei limiti. '

Osserviamo peraltro che la condizione posta della
equiconvergenza della serie, se & una condiziorie
sufficiente per fare che il segno di serie sia per-

mutabile col segno di limite. non é pero una con-

dizione necessaria.
Per dimostrare questo teorema facciamo vedere
prima di tutto, che la serie

g Un ()
1

ha un limite per & =a.

Infatti, per la posta condizione della sua equi-
convergenza, si potra sempre trovare un indice m
in modo che per qualunque x appartenente al
campo sia sempre

(-]
| S tn (z)‘=|Rm (w)‘<a.
m+1
0 anche Rm(x)=103, essendo 6 un numero compreso
fra —1e 41.
Ora

® m ®
2un (@)= Sun @+ X un(),
1 1 m--1

quindi puo dirsi che per qualunque = del cam
sara sempre

“; m
Stn (@)==3 ttn (&) % 5.
1 1
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Avendo inoltre supposto che i limiti dei varii
termini della serie esistono e sono finiti, ne viene
che esistera e sara finito il limite di

m
Nun (@),
1

che é la somma di un numero firifo di termini
. della serie. Di qui risulta (per la condizione ne-
cessaria per I'esislenza del limite; v. Cap. I, § 6)
che si potrd sempre trovare un intorno del punto
a tale che la differenza dei valori di

Eu.. (®)
1

in due punti di tale mtomo, p. es. z, e &,,sia mi-
nore di o:

i m
3 tn (7)) — 2 un (@,)|<o.
1 1

Intanto dalla uguaglianza di sopra possiamo ri-
siamo ricavare I'altra:

2 2 m n
%un @) — Stn () =2Zun (2,)— Jun (x,) +
1 1 1

406 —0gq,

donde ‘si ha la disuguaglianza :

g S
l.{. Un () — 2 un (2,)|-Z
1

» m
Sun () — Xtn (xg)‘+ 2¢
1 1

E per effetto dell’altra disuguaglianza sopra-
scritta, possiamo percio anche scrivere

S %
/ % Un (.2‘1) —_ -ldll,n (‘l“l \/\?\ a.

Pascar, Calcolo infinitesimale, 1.
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Onde pud trovarsi sempre un intorno tale che
la differenza dei valori della serie

S
A;' Un (),

in due dei punti dell’intorno, sia minore di una
quantita piccola a piacere e cio basta per conchiu-
dere che la serie ammette un limite.

Chiamiamo A tale limite; resta a dimostrare che

%9 .
A=23lim un ().
1 2=«

Sotlragghiamo infatti da ambo i membri della
uguaglianza

® K
Sun@=22un @)+ b0o
1 1
. m .
la espressione-2 lim ux (2): si ha
1

@) ?ltu () — g‘.lim Un () = '{; [tn (@) —limun (€)]4-00.
1

Ora essendo A il limite di
®
Sun ()
1

si puo trovare un intorno del punto a lale che per
ogni x in esso compreso, si abbia

B
4— 2 Un (l')'-:o’ g,
1

essendo ¢ un numero, non fisso, compreso fra —1
e 4 1; e cosi anche potra trovarsi un intorno per
ogni « del quale si abbia
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g[un (.r)—lim Un (x)] =06"a,
1

essendo 6" altro numero, non fisso, compreso fra
—1 ¢ +1; ecio perché questa somma risulta di un
numero finito di termini; nel minore di tali due
intorni si verificheranno ambedue queste ugua-
glianze, le quali insieme alla a) danno infinc:

m
A—Slimun () =0+ 6"+ 0")0,
1
ciné:

m
A—2X1lim un (2)|-Z83a.
1

Data dunque la quantitd 3¢ piccola a piacere
si pu6 sempre trovare un indice m, tale che per
esso e per tulti gli indici superiori ad esso valga
la precedente disuguaglianza; cio basta per con-
chiudere che la serie

e
X lim un ()
1

é convergente ed il suo valore é precisamente A.
E utile osservare che potrebbe accaderc che

w‘
.1-‘..lim un (x)

non sia pil una serie propriamente delta, ma la
somma di un numero flnito di termini, potendosi
distruggere fra loro tutti gli altri termini; in ogni
caso pero il suo valore é sempre A.

Ricordiamo inoltre che la condizione che ab-
biamo posta nel teorema ora dimostrato, cioé¢ la
condizione della equiconvergenza & SO0 \Wn con-
dizione sufficienfe, ma non & necessaria.
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Dal teorema dimostrato risulla quest'altro:

Se i termini di una serie equiconvergente Sono
Jfunzioni continue della variabile o delle varia-
bili, anche la serie é unu funzione continua.

Possiamo ora applicare queste considerazioni a
quelle serie particolari i cui termini procedono
secondo le potenze intere positive della variabile
x, e che percio si chiamano serie di potenze, e
che hanno una particolare importanza nelle cose
che avremo a dire in seguito.

Indicando con a,a;... an .... delle quantita co-
slanti, queste serie possono rappresentarsi con

(-]
2 Qan X" .
0

Cominciamo col ricordare che una serie con-
vergente si dice assolutamente convergente quando
¢ convergente la serie dei valori asscluti dei sin-
goli termini; in altro caso si dice semplicemente
convergente.

Sulle serie di potenze dimostreremo i seguenli
teoremi:

Se una serie di polenze é convergente per un
valore a di x, sard convergente assolutamente per
ogni valore di x tale che |2 | < |a].

In effetti se la serie converge per x=a, il li-
mite del termine generale cioé ax a» converge a
zero, ¢ percio pud trovarsi un n tale che per esso
¢ per tutti i numeri ad esso superiori sia

|anan | ~a.

T\‘\

o _ . x NE
Siaora |x|-Z|a| eponiamo- .—_(;samk k’i,
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-e¢se M é un valore maggiore del massimo frai va-
lori assoluti dei termini an a», si avra che i ter-
mini della serie

2| anxn |
"sono rispettivamente minori di quelli della serie
M| in|

la quale é notoriamente convergente per |¢|-<1.
Quindi, per un noto teorema sulle serie, anche la
prima serie & convergente, e con ci6 il teorema é
dimostrato. :

Da esso risulta che il eampo di convergenza di
una serie di potenze (I'assieme di tutti i punti 2
in cui essa é convergente) é sempre costituito da
un segmento dvente per punto medio il punto-zero;
non si pué pero affermare che la serie é anche
convergente per i due estremi del campo; anzi
possono darsi degli esempii di serie di potenze che
sono convergenti in un estremo e divergenti nel-
I'altro, o divergenti in ambedue, o convergenti in
ambedue. Nel caso poi che la serie sia conver-
gente in un estremo, tale convergenza puo essere
semplice o assoluta, secondo i casi, mentre per un
punto inferno al campo la convergenza ¢ sempre
assoluta.

Cosi p. es. la serie

z a2

2 22T 32 Ut
¢ convergente assolutamente per x == 1, mentre la
serie

r xt x

T2ty
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1o ¢, per tal valore di x, solo semplicemente, cioé
I'altra serie )
x  x* x .
TH oyt
¢ divergente per @ = 1, che é uno degli estremi
del suo campo di convergenzs.
Se ammettiamo che la serie sia tale che esista
il limite
lim 2~ ,
n=o00 An+1

il suo campo di convergenza € dato da tulti i
punti ® per cui sia

Qan
Un+4-1

Jo | < lim .
=00

Infalti il rapporto di un termine al precedente
ncella serie data é -
Qn-1

Qn ’

il cui limite per n —=oo esiste, in conseguenza della
ipotesi fatta. Ora dalla teoria generale delle serie
¢ noto che secondoché il valore assoluto di tal li-
mite ¢ maggiore o minore di 1, la serie & diver-
gente o-convergente, e che quando tal limite é 1,
nulla pud asserirsi sulla natura della serie. Ap-
plicando questo principio, si vede percid che se
noi poniamo

¢ing

~ il {_G»
| -Z ne= “\(h\—\—\\‘
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abbiamo precisamente tutti i punti = pei quali la
scrie é convergente.

Una serie di potenze ¢ equiconvergente in (ufto
un qualunque intervallo compreso nel ecampo di
convergenza, tale cioé che gli estremi dell’inter-
vallo sieno interni al campo medesimo.

Giacché evidentemente il massimo valore asso-
luto di un termine qualunque della serie nell’ as-
segnato intervallo, si ha per quel punto di questo
cui corrisponde il massimo valore assoluto di x;
percio la serie dei massimi é la serie dei valori
assoluti dei termini della serie data per un certo
punto & interno al campo di convergenza, e poi-
ché per un punto di tal fatta la serie di potenze
é sempre assolutamente convergente, ne risulta
che la serie dei massimi & convergente. Per un
tecorema dimostrato di sopra (vedi pag. 31) ne ri-
sulta allora la equiconvergenza della serie data.

Applicando alle serie di potenze il teorema di-
mostrato in generale per il limite di una serie
qualunque (vedi pag. 36) possiamo infine dedurre
il teorema:

Se a é un punto interno al campo di conver-

genza di una serie di potenze, in tal punto la se-
rie rappresenta una funzione continua.
- Questo teorema vale anche quando a ¢ un
estremo del campo di convergenza, ammesso che
in esso la serie sia convergente ; cio costituisce un
teorema conosciuto sotto il nome di ABEL, ma per
la dimostrazione rimandero alla mia Opera, altre
volte citata: Note critiche di¢ Calecolo infinitesi-
male, Milano 1895, pag. 62 e seg.

§ 8. Teoromi sulle funzioni continue I} una eo\w we-
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riabile. Fungioni uniformemente continue. — Nello
stesso modo con cui considerando le serie i cui
termini sono funzioni di variabili, e quindi defi-
nite in tutti i punti di un certo campo, si presenta
la necessita di introdurre il concelto di serie equi-
convergenti, cosi considerando funzioni continue
in tutti i punti di un campo, occorre introdurre il
concetto di continuitd uniforme. 1 due concelti
hanno fra loro molta somiglianza.

Se la funzione é continua in un punto a, cio
vuol dire che dato o« piccolo a piacere si puéo
trovare un intorno di a, per ogni. punto del
quale la differenza fra il valore della funzione e
quellodella inedesima nel punto a, ¢ minore di o.

Per fissare le idee supponiamo che si tratti di
funzioni di una variabile sola; allora I'inlorno, di
cui si parla, sara un certo segmenlo della retta
rappresentativa, di lunghezza e. Per ogni punto
del campo vi sarg, dato uno stesso ¢ fisso, un va-
lore per s; si domanda: pu6 trovarsi uno stesso ¢
che valga per fuiti i punti del campo. Se si tral-
tasse di un numero finito di punti allora baste-
rebbe calcolare 1« per ciascuno, e considerare poi
il minore di tutti, il quale naturalmente varra per
tutli i punti; ma trattandosi di un numero infi-
nito di punti non si pu6 piu fare la stessa consi-
derazione.

Una continuita cosiffatta si chiamera continuita
uniforme, o equicontinuita ; e a prima vista par-
rebbe che essa rappresenti per la funzione una
condizione piu ristretta che non la semplice con-
tinuita, nello stesso modo che la convergenza in
ugual grado per la serie & una condizione P W-
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stretta della semplice convergenza. Perd si puo di-
mostrare che la continuité uniforme non é altro
che la stessa continuita ordinaria (teorema di
CANTOR).

Supponiamo la funzione f (x) continua da x=a
sino a £ =2b. ,

Troviame un intervallo a destra del punto a tale
che per un punto & di esso sia

S@ —f@)=s

L'ampiezza ¢ di tale intervallo pud essere varia
perché, trovatane una, tutte le altre minori soddi-
sfano sempre alla stessa condizione.

Fra tutte le varie ¢« prendiamo la massima di
tutte o il limite superiore di esse.

Sia @, il punto che rappresenta 1'estremo di tale
intervallo ¢; & facile far vedere che in z=w=, la
differenza f(x) —f(a) é esatlamente eguale a s in
oalore assoluto, cioé che

S @) —f@a)==o.

Cominciamo infatti coll’ osservare che, essendo
per ipotesi f(x) una funzione continua, lo sara
anche la funzione f(x) — f(a).

Si puo far vedere che il valore di questa ditfe-
renza in &, non puod essere nessuna delle quattro
quantita

+o—m, ‘+o+m, —6—m, — a6
cssendo » una qualunque quantita diversa da zero.

Se fosse + ¢ —n, allora, per effetto della conti-
nuita della funzione, si potrebbe trovare a destra
di x; un segmento tale che per ogni punto di esso
il valore assoluto di f(x) — f(0) sia ARerents &
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s —= di una quantita ¢ minore di ¢, cioé sia mi-
nore di s, e cio ¢ contro la ipotesi che il segmento
che ha per estremo &, sia il limite superiore di
tutti i segmenti in cui f(x) — f(a) <o.

Se f(x,) —f(a) fosse eguale a + o= allora,
per effetto della supposta continuita, si potrebbe
trovare a sinistra di #, un segmento tale che in
un punto di esso il valore assoluto di f(x) —f(a)
sia differente da ¢4+ = di una quantita ¢ e, €
quindi sia maggiore di s, e cio contraddice anche
all'ipotesi fatta per x,, perché per un qualunque
punto alla sinistra di «, il valore di f(x)—f(a)
deve essere minore di ¢; similmente si dimostre-
rebbe la cosa per gli altri due casi.

Iissato dunque che in @, si ha

| f@)—f@)] =s,

procediamo nella stessa maniera da @; verso de-
slra sino ad un punto &,, in cui sia

| f(@) —f(e) | =0
e cosi di seguito.

Possiamo cosi stabilire una serie di punti
Ay gy Loy Ty« -+ o3 T, Trgly v
tali che sia sempre
| f(@nt1) — f(@Xn) | =0

Fra due di questi punti conseculivi, per esempio
xn € Tat1, intercede un segmento, per due punti
qualunque del quale la differenza dei valori della
funzione ¢ minore di 2s, mentre per due punti ap-
partenenti a due intervalli consecutivi la mede-
sima differenza non pud superave 3.

~N
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Giacché sieno &/, ” due punti qualunque ¢ di-
versi di un medesimo intervallo (xa ®x-1); uno di
essi potrebbe anche coincidere con @x-1, ma l'al-
tro p. es. ®” non vi coincidera, e si avra percio:

| f @) —flen)| =0

| f@)—f(2n) ]| <o,
¢ quindi

[ fE&E)—f@") | 2.

Sieno invece #’'e 2"’ due punti appartenenti a due
segmenti consecutivi (s &ni1) e (®nt1.204-2): si avra

| f@")—f(@ni1) | =0
| f(@nt1) — fl@n) | =0
[f @) —f(@n)]| =0
¢ quindi
| f@&) = @) | =3

Ora se percorrendo tutto 1'intervallo da a sino
a b il numero di tali punti intermedi ¢ finito, al-
lora tutto I'intervallo da a a b restera diviso in
tanti intervalli in numero finito, ognuno dei quali
avra la indicata proprieta.

Prendiamo allora in considerazione il piu pic-
colo fra tutti questi intervalli ¢ sia ¢« la sua am-
piezza. Se attorno a ciascun punto x formiamo un
iritervallo 8 di ampiezza uguale ad una quantita
minore di ¢, € certo che non veniamo ad occupare
pia di due intervalli consecutivi e percio il valore
assoluto della differenza dei valori della funzione
in & e in un qualunque punto di 8 non potra su-
perare in ogni caso 3q; si ha percio esattamente
la equicontinuita della funszione.
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Resta perd ancora a far vedere che i punti &, ,..

non possono essere in numero infinito. Infathi se = '

fossero in numero infinito, allora ammetterebbero,
fra @ e b, un punto limite e sia u. Per effetto
della continuila della funzione in u si polra tro-
vare un intorno di u tale che per due punti qua-
lunque in esso sia ‘

|f@) —f@") | <5

Intanto per la natura stessa del punto limite, in
tale intorno, per quanto piccolo esso sia, esiste-
rebbero sempre infiniti punti &s, &1, Tay2.... €
dovrebbe essere ‘

| f@nt1) —f(@n)| =0

mentre d'allra parte, essendo s , za+1 due punli
di quellintorno, dovrebbe essere

| f @ait) = f (@) | <5

La contraddizione fa vedere che non é ammis-
sibile I'ipotesi che i punti x,, &, ®;...sieno in nu-
mero infinito. Resta con cio completamente dimo-
strato il teorema di CANTOR.

Come corollario di questo teorema si ricava che
data una funzione continua in un intervallo da
a a b, si puo dividere tale interoallo in un numero
finito di altri intervalli parziali, tali che in ognuno
di essi la differenza fra due qualunque oalori
della funzione sia minore di una quantita piccola
a piacere.

Chiamando oscillasione della funzione in un
intervallo la differenza fra il limite superiore ¢
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limite inferiore dei valori della funzione in quel-
~I'intervallo, si puo dire che puo sempre farsi la
divisione in un numero finito di intervalli par-
ziali in modo che in ognuno di questi la oscilla-
zione della funzione sia minore di una quantita
pzccola a piacere.

Possiamo ora passare a dimostrare alcuni teo-
remi fondamentali sulle funzioni continue.

Se una funzione continua € determinata in un
numero infinito di punti, essa lo é anche nei punti
limiti di essi.

Sia &’ uno di tali puntl limiti; dovendo la fun-
zione essere continua in z’ essa dovra avere un
limite determinato quando x si avvicina ad &/, ed
in x' la funzione non puo che avere per valore il
valore di tal limite.

Ricordando che i punti irrazionali sono punti
limiti dei punti razionali, ne ricaviamo allora an-
che che:

Se una funzione continua é determinata in tutti
i punti razionali di un segmento é determinata
anche nei punti irrazionali.

Considerando tutti i valori che una funzione ha
in unintervallo, si hannoinfinitinumeri che avranno
un limite superiore e un limite inferiore. Per una
funzione qualunque potra accadere che nor esista
alcun valore della variabile per il quale il valore
della funzione sia proprio il limile superiore; ma
se questo non accade, allora il limite superiore ¢
uno dei valori della funzione e propriamente é il
valore massimo. Ora si puo far vedere che per
le funsioni conltinue esiste effettivamente 1\ vols
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massimo e il valore minimo, cioé la funzione
prende effettivamente in due punti il valore rap-
presentato dal limite superiore e quello rappre-
sentato dal limite inferiore.

Giacché se A ¢ il limite superiore dei valori
della funzione, esiste, pel teorema di WEIERSTRASS,
(v. § 4) un punto 2’ tale che in un intorno comun-
que piccolo del punto #’ il limite superiore dei
valori della funzione & anche .

In 2’ la funzione deve avere un limite perché
cssa ¢ continua in tutto lintervallo. Se queslo
limite fosse A’ potra essere o 2" <C2, 03 >, 0=

Se fosse %' 33, allora potendosi trovare un intorno

di &' tale che per ftutt/ i suoi punti, la differenza
| A'— f(x) | sia minore di un qualunque g, scegliendo

. = . .
tale s minore di ' 5 ‘ , evidentemente non si po-
I

lra avvicingrsi a » per quanto si vuole, e percio»
non sarebbe pia il limite superiore dei valori di
[(x); deve dunque essere necessariamente A’ =),
con che il teorema é dimostrato.

Se una funzione continua in un interovallo ha
in due punti a, b di questo, due valori, 'uno po-
sitivo e l'altro negativo, vi sara un punto compreso
fra i due a, b in cui la funsione avra il valore
zero.

Consideriamo infatti tutti i valori positivi che
la funzione ha nell'intervallo; di questi valori vi
sara il limite inferiore e sia A.

Dividiamo l'intervallo totale in un numero finito
di intervalli parziali in ognuno dei quali I'oscilla-
zione della funzione sia minore di A (€ o pee
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uno dei teoremi precedenti). Il primo di tali in-
tervalli parziali, a cominciare da a, sia (a, a4 ¢,).
Se in a la funzione ha il valore positivo e quindi
non minore di A, in a+4¢, avra .anche il valore
positivo, perché in tutto 1'intervallo I'oscillazione
della funzione é minore di A, e quindi in quel-
I'intervallo non ci poira essere alcun valore nega-
livo; essendo poi positivo, il valore in a 4 ¢, sara,
a sua volta, non minore di A. Nella stessa ma-
niera in tutto il secondo intervallo e anche all'e-
stremo la funzione avra un valore positivo e quindi
non minore di A. Cosi continuando si conclude-
rebbe che in b la funzione ha un valore positivo,
contro 1'ipotesi.

Dunque non si pué6 ammettere che A sia diverso
da zero.

Essendo poi esso il limite inferiore dei valori
positivi della funzione, ed essendo questa continua,
per un teorema precedente, vi sard percié un punto
in cui la funzione acquista il valore zero, e con
cio il teorema é dimostrato.

Da esso si puo ricavare subito quest’altro:

Una funzione continua che in due punti a. b
di un interoallo acquista due valori A, B, in un
punto intermedio fra ( due acquistera qualunque
valore C compreso fra A e B. .

Basta applicare alla funzione f(z)— C il teo-
rema precedente.

§ 9. Considerazioni sulle fangioni continue di pin
variabili. — Molte delle considerazioni del § pre-
cedente possono estendersi alle funzioni di piu va-
riabili.

Per semplicité consideriamo solo \e funziony &
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due sole variabili; ma le considerazioni che faremo
possono applicarsi, opportunamente modificate, an-
che al caso generale.

Usiamo sempre la rappresentazione delle coppie
di variabili #,,2, mediantc i punti del piano aventi
per coordinate xz,, x,.

La funzione y delle due variabili x,, 2, si dira
continua nel punto (a, a;) quando data una quan-
tita qualunque s, si potrd trovare un'area piana
nel cui interno ¢'¢é il punto (a, a,) e tale che per
ogni punto di tale area il valore di f(z,®,) dif-
ferisca dal valore di f(a,a;) di una quantita mi-
nore di o.

Possiamo porre questa definizione sotto un'altra
forma. Se infatti esiste I'area piana di cui si parla
nella precedente definizione, é chiaro che si po-
tra sempre disegnare un rettangolo, coi lati paral-
leli agli assi coordinati, col centro in(a, ay) e com-
preso tutto intero nell’area di cui si parla.

Siano Ay, h,, le lunghezze dei semilati di tale
rettangolo; é chiaro che le coordinate di un punto
qualunque interno ad esso saranno sempre della
forma

a+8 0y, a,+0h,

indicando con 6,8, due numeri arbitrari compresi
fra — 1 e + 1.

Possiamo allora dire che la funzione é continua
quando si possono trovare le quantita h,, A, in
modo che per valori qualunque di 6,,6,, compresi
fra — 1, e 4+ 1 si abbia sempre

D) 1S+ 0%y g8y g — flaga) (L.
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Ricordando ora la condizione necessaria e suf-
ficiente perché una funzione ammetta un limite,
(v. § 6) possiamo dire che deve anche accadere che
la differenza fra i valori della funzione in due qua-
lunque punti del rettangolo dove potersi rendere
minore di qualunque quantita s ; scegliendo i punti
di coordinate

ay+0hy , ay40h,

a0,y a,
deve dunque aversi
| f(ay 403 hy,as + 85 o) — fay + 0y by ag) | <8
(2) { e analogamente '

| f@y+ 8k, as+05hs) —flay,as 408, hy) | <3
e queste disuguaglianze debbono sussistere per
qualunque coppia di valori di 6,6, compresi fra
—1e+41
Viceversa se, dato 8 si possono sempre trovare
valori di Ay, hy, pei quali si verificano le (®), si
potra sempre verificare la (1), dato s a piacere.
Infatti prendiamo prima di tutto 8 = —02— e troviamo
gli Ay, hy corrispondenti. Dovendo la prima delle (2)
sussistere per qualunque 8,, prendiamo 6, =0 e
allora si ha

| f(@y, ag40:h) —f(aya9 | <3
che insieme colla seconda delle (2) (sommandone
cioé i primi membri se sono dello stesso segno,
o sottraendoli se sono di segno contrario, e in ogni
caso sommando i secondi membri) daL
Pasca, Calcolo infinitesimale, 1. A
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P f(ay 00y, ay 409, he) — fayas) | 238

< e, -

Le relazioni (2) ci dicono un fatto notevole sulla
natura della continuita di f. Esse ci dicono che
JS (a4 0, hy, x,) considerata come funzione di &, é
continua nel punto z, =a,, e cido per qualunque
valore di 6,, cioé f(x,, a,) é funzione continua di x,
per tutti i valori di x,, da a, sino a a,x=h,; e
similmente f(x,, a; 4 8, hy) & funzione continua di
&, per qualunque valore di 6,.

Considerando una funzione continua in tutto un
campo, si presenta naturalmente anche qui l'idea
della continuitéa uniforme di cui abbiamo discorso
nel § precedente a proposito delle funzioni di una
sola variabile; si puo cioé domandare se, dato s,
si possono trovare dei valori Ay, h,, tali che, per
tutti i punti £ del campo, si verifichi una disu-
guaglianza analoga alla (1). :

Si riconosce che anche qui la continuitda ordi-
naria é contemporaneamente una continuitda uni-
forme. :

La dimostrazione di cid si farebbe estendendo
in modo tacile quella data nel § precedente per le
funzioni di una sola variabile.

Similmente si possono estendere alle funzioni
continue di due variabili in tutlo un campo molti
dei teoremi del § precedente. Cosi per esempio:

Se in un punto del campo la funzione continua
ha un valore positivo e in un altro punto ha
un valore negativo, e se possiamo congiungere

testi due punti con una linea compresa tuito nel
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eampo, esisterd su questa linea almeno un punto
in cui la funzione ha il valore zero, elc. etc.

§ 10. Variabili aventi per limite zero o per limite
I'infinito. Infinitesimi ed infiniti. — Le variabili che
hanno per limite zero si chiamano infinitesimi o
zeri, e le quantita che hanno per limite 1'infinito
si chiamano infiniti.

Avendosi due quantitd «, 8, il cui valore dipenda
dai valori di una o piu variabili indipendenti, e
aventi per limite zero o l'infinito per un medesimo
sistema di valori di tali variabili, se se ne fa il rap-

porto%—, e si cerca poi il limite di tal rapporto,
puo accadere o che tal limite esista oppure che
non esista.

Applicando il teorema che il limite del rap-

porto é eguale al rapporto dei limiti, si vede che
il limite del rapporto —

B

0 . G .
ma o se «, B sono infinitesimi, ovvero g% se a, f

si presenta sotto la for-

sono infiniti. Ora queste espressioni sono di quelle
cosidette indeterminate (v. Cap. V, § 1), e nulla ci
dicono sul valore di quel limite.

Se il limite del rapporto% esiste, esso pud es-

sere o zero, o l'infinito, o una quantita finita; esa-
miniamo separatamente i tre casi. Se il limite ¢
zero, ed « e B sono infinitesimi, vuol dire che fra
i due zeri, del numeratore e del denominatore del

rapporto %(sotto cui si presenterebbe direttamente

a

il limite di 3 applicando il teorema che I\ e
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del rapporto é eguale al rapporto dei limiti) pre-
vale in certo modo lo zero del numeratore, e
quindi siamo condotti a dire chelo zero di « é di
un ordine superiore rispetto allo zero di B; avver-
tiamo pero che cié non é naturalmente che una
definizione.

Se invece a, B fossero due infinili, allora, se
il limite del rapporto é anche zero, diciamo che
I'infinito del denominalore prevale sull'infinito del
numeratore, e quindi che g ¢ un infinilo di ordine
superiore rispetto ad a.

Se il limile del rapporto di «, B, & infinito allora,
se si tratti di infinitesimi, noi diremo reciproca-
mente che B é infinitesimo di ordine superiore ri-
spetto ad «, e, se si tratti di infiniti, noi diremo che
o € infinito di ordine superiore rispetto a B.

Se poi finalmente il limite del rapporto é una
quantita finita diversa da zero, noi, continuando il
medesimo ordine di idee nel quale ci siamo messi,
diremo che nessuno del due infinitesimi, o dei.due
infiniti preoale sull’altro, e cioé che essi sono dello
stesso ordine.

Facciamo intanto un'altra considerazione dalla
quale potra risultare con maggior precisione que-
sto concelto di ordine di infinitesimi o di infiniti
che noi siamo stati condotti a introdurre.

Sia a« un infinitesimo, e facciamone il quadratlo
o?; anche «? sara infinitesimo.

Quale sara il suo ordine rispetto all’'ordine di a?

2
Fatto il rapporto%:a risulta che tale rapporto

tende a zero, dunque «* é un infinitesimo di ordine
maggeore di a. Si vede cosi che Y ordine &\ una
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potenza di un infinitesimo o infinito non é lo stesso
dell’ordine dell'infinitesimo o dell’ infinito stesso.
In generale «#» é di ordine maggiore di « se
n>1, é di ordine minore se n <1, ed inoltre a»
¢ di ordine maggiore o minore di am secondoché

n>m o0 n<m.

Siamo dunque naturalmente condotti a caratte-
rizzare l'ordine di «» rispetto all’ordine di a«, se-
condo la grandezza dell’esponente n, cioé, in altri
lermini, a dire che 'ordine di o* rispetto ad « é
misurato dal numero n.

Cio6 posto, possiamo passare ad un pii preciso
paragone degli ordini di due infinitesimi o infi-
niti diversi; giacché se «, B sono per es., due in-
finitesimi, di cui I'uno é di ordine maggiore che
I'altro, e se inoltre si trova che il limite del rap-
a
B
che se accade, pud accadere, per un unico valore
di n e mai per due valori diversi) noi potremo
dire che = & dello stesso ordine di B», e poiché
inoltre B» & di ordine n rispetto a B, cosi infine noi
diremo che anche « é di ordine n rispetto a 8.

porto .— & una quantita finila diversa da zero (il

Si vede dunque che se il limite del rapporto =

B
csiste, e se si puo trovare un numero n maggiore,
. . a . . .
uguale o minore di / tale che o abbia un limite
finito, allora i due infinitesimi o infiniti «, B si pos-
sono paragonare fra loro in modo preciso, e si pud
calcolare in un modo preciso I'ordine dell'uno rvi-
speltb all'altro.
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Se non esistono invece i limiti di cui -si parls,
non sara piu possibile il paragone dei due infini-
tesimi o infiniti.

Puo accadere p. es., che pur esistendo ed essendo
zero il limite del rapporto dei due infinitesimi a e

. . . a
B, non si possa pero mai trovare un n tale cheE'—

abbia un limite finilo, che cioé questo rapporto,
per qualunque n, abbia sempre per limite zero;
allora evidentemente il concetto di ordine che ab-
biamo introdotto, non potra pii esserci utile per
definire con un numero I'ordine di « rispetto all'or-
dine di 8.

Potra poi anche avvenire che il rapporto %non
ammetta limite, e allora non sara piu possibile il
paragone preciso degli infinitesimi o infiniti nel
modo con cui lo abbiamo fatto sinora.

Si potrebbero fare alcune altre considerazioni
pel caso in cui, non esistendo il limite, il rapporto

;— oscilla fra due limiti determinali, ma le trala-

sciamo.

In relazione agli esposti concetti di ordine di
infinitesimi e di infiniti possiamo stabilire alcuni
teoremi.

Se a ¢ un infinttesimo o un infinito, esso restera
tale e del medesimo ordine anche quando s mol-
liplica o st dioide per una quantita finita A diversa
da zero.

Una somma algebrica di un numero finito di infi-
nitesimi é anche un infinitesimo il cui ordine é
quello dell’infinitesimo di ordine minimo fro.idati.
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Sieno infatti «,, @, due infinitesimi, e I'ordine n,
del primo ‘sia minore dell'ordine n, del secondo.
Sia o« I'infinitesimo_rispetto cui si calcolano gli
ordini dei dati. Allora evidenlemente o, *=a, & an-
che una quantita tendente a zero, quindi un infi-
nitesimo. Facendo il rapporto :

aytay & %
any any an’

si trova che tal rapporto tende ad una quantita
finita, perché per ipotesi il primo termine di questa
espressione tende ad una quantita finita e il se-
condo converge a zero. Dunque «; Fa, & un infi-
nitesimo di ordine n,.

Un leorema che ha molta affinitd con questo é
quest’altro:

Se un infinitesimo « é la somma algebrica di un
numero finito di altri infinitesimi

a=a; 42,4 ....4 an

dove «, sia di ordine minimo, e tulti dipendenti
dal medesimo sistema di variabili, si puo sempre
trovare un intorno dei valori limiti delle varia-
bili, tale che per ogni suo punto il segno di a sia
lo stesso del segno di a,.

Infatti edsendo «y....2s di ordine superiore ad
a, il rapporto

2+ ... 4 an o, an
e Lt

t % &y
tende a zero. Si puo dunque trovare un intorno
dei punti limiti delle variabili, pel quale tal rap-
porto sia in valore assoluto minore di una quan-

lita = piccola a piacere, cioé che il valove X
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a3 +....+as sia in valore assoluto minore del
valore assoluto di «;, e quindi che nella somma

ayFop4....Fon
prevalga il segno di a,.
Cosi p. es., in un’espressione della forma
axk 4+ bakt14-. ... 4 qakth
che ¢ zero per =0, si pué trovare un tale in-
torno del punto zero che il segno di tutta I'espres-
sione sia eguale al segno di a x* .

Il limite del rapporto di due infinitesimi non
muta se ad essi aggiungiamo infinitesimi rispetti-
vamente di ordine superiore.

Sieno a,, «; due infinitesimi e B, B, altri due
rispettivamerite di ordini superiori ai primi: il
rapporto :

%+ By
@+ Be

puo scriversi

¢ poiché il limite del secondo fattore ¢ / si vede
che il teorema ¢ dimostrato.

In quanto agli infiniti, cominciamo coll' osser-
vare che essi possono (v. § 5) essere positivi o ne-
gativi, distinzione che non ha luogo per gli in-
finitesimi.

Hanno poi luogo i seguenti teoremi :

Una somma algebrica di un numero finito di
nfindls tutle di ordine diverso fra loro, & un inf\-
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nito il cui ordine é il massimo degli ordini degli
infiniti dati.

Se un infinito « é la somma algebrica di un nu-
mero finito di altri infiniti, tutti di ordine diverso,
8i puo fare che il segno di tutta la somma coin-
cida col segno dell’infinito di ordine piu alto.

Il limite del rapporto di due infiniti non muta
aggiungendo ad essi infiniti di ordine rispettiva-
mente inferiore o in particolare quantita finite.

Questi teoremi possono facilmente dimostrarsi
come gli altri dimostrati sopra per gli infinitesimi.

Possiamo aggiungere 1’osservazione che, mentre
la differenza di due infinitesimi diversi é sempre
un infinitesimo, la differenza di due infiniti diversi
puo essere una quantita finita. Come esempio sem-
plicissimo di questo fatto possiamo considerare i
due infiniti,

a+x , b4+x , per x ==

La loro differenza é b —a, cioé una quantita
finita anche nel limite per x = co.

La espressione o — o ¢ un espressione indeter-
minata, (v. Cap. V, § 1) puo cioe avere un valore
piuttosto che un altro secondo la natura delle quan-
tita che diventano infinite.

_ Possiamo perd dimostrare che se la differenza

di due irfiniti tende ad una quantita finita, ¢ due

infiniti sono dello stesso ordine e il limite del loro

rapporto é l'unitd. Se infalti
lim(z —f)—=a

si ha

a

=0
b

lim (%-1):\'\“\
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Tornando ora ancora per poco sullo studio degli
infinitesimi, noi possiamo farci questa domanda:
La somma algebrica di un numero finito di infi-
nitesimi ¢ anche un infinitesimo; ma puo dirsi lo
stesso della somma algebrica di un numero infi-
nito di infinitesimi ?

Si puo subito vedere che cio non é. Si consideri
infatti la somma degli infinitesimi

z4+2z4+3x4....4+nx+4....

Ognuno dei termini di questa somma é un infi-
nitesimo per x=0; ma alla somma di essi non
si pu6 assegnare il valore zero.

Possiamo dimostrare un teorema nel quale si
contiene una condizione su fficiente perché la somma
di infiniti infinitesimi sia un infinitesimo.

Questa condizione si ottiene introducendo un con-
cetto nuovo che ha molta relazione con altri con-
cetli che noi abbiamo dovuto introdurre nei §§ pre-
cedenti a proposito della convergenza delle serie,
¢ della continuita delle funzioni.

Si abbiano infiniti infinitesimi,

By Xgeenn s 2R, e

Diremo che essi sono inflnitesimi converyenti a
sero in ugual grado ovvero equiconvergenti a 3ero,
quando, dato un numero ¢ piccolo a piacere, si
puo trovare un tale intorno del valore inaile o deil
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valori limiti delle variabili da cui dipendono que-
gli infinitesimi, che per tutti i punti di quell’in-
torno, i valori di tutte le a« sieno minori di .

Si possono immaginare degli infinitesimi in cui
questo non accada. Per es. le espressioni

|

41 1
2,28, ..., 2, ...
sono infinitesimi per #=0. Ma & chiaro che asse-
gnato un qualunque valore ad x prossimo a zero
e quindi minore di 1, quelle quantita sono distri-
buite 'in maniera che la seguente é sempre mag-
giore della precedente, e il limile della loro suc-
cessione é x°=1, e quindi, fissato x qualunque, si
potra coll’aumentare del numero n, avvicinarsi al
valore 1 finché ci piace, e superare percido qua-
lunque quantitd ¢« <1 assegnata; per nessun & si
potra cioé ottenere che futte quelle quantita sieno
minori di .

Si dird poi che gli infinitesimi

Oy sy On youns

sono uniformemente di ordine superiore rispetto
agli infinitesimi
BisBay ooy Bnynnn
quando i rapporti
2 % i
Blr B?!"'7 Bn,
sono infinitesimi convergenti a zero in ugual yrado.

Cié premesso, si puod subito far vedere che se si
ha una somma di infiniti infinitesimi
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la quale sia finita, e se i termini

T T R D

di un'altra somma di infiniti infinitesimi sono, ri-
spetto ai B, uniformemente di ordine superiore, la
seconda somma é un infinitesimo.

Giacché ponendo

oy %o . an .
— =g = =g, = —gp
By P2 Br
si ha
oy =6 B ay==n Py, o=z Pu....
¢ quindi
’1|+'l.3+....+an—|—....=
= b+ ub..oFmBat....

¢ siccome si puo fare, peripotesi, che tutte le e di-
ventino minori di una quantita ¢ piccola a piacere,
cosi possiamo scrivere

al+1.._,_-l-....+(1n+.-..'\/'5(31ﬁ._;...-+an+-~--)

Ma la somma delle B tende ad una quantita finita,
dunque il secondo membro, impiccolendo o, puod
rendersi piccolo a piacere, e percio possiamo con-
chiudere che la somma delle « tende a zero.

§ 11. Calcolo di alcuni limiti particolari. — Nel-
I'Analisi occorre spesso la conoscenza di alcuni
limiti, al cui calcolo noi percio vogliamo qui de-
dicare un paragrafo a parte.

I. Si voglia calcolare
lim A"
n=own!
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per n intero positivo e convergente all’infinito, e
per un valore di A qualunque.
Supposto h compreso fra i due numeri interi p
e p-+1, possiamo scrivere, per n>p 41,
ko ko bk
AR
ed essendo le frazioni
h h h
PFTPFE
decrescenti, possiamo scrivere
hp h \»—p
nl<pl —-+1

minore di 1,

Per n =0, essendo

E
(p+l)

tende a zero, e quindi
. hn
n!
2. Si voglia calcolare
lim 3€0%
z=0 ’
Cominciamo coll’osservare che un arco minore
. ° .
di 3 é sempre compreso fra il suo seno, e la sua
tangente, cioé
) sen z < & < tang x,
donde, dividendo per sen ,
A

1< —_—
T senx Senz cOos X
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e tale disuguaglianza si conserva in tutti gli stadi
successivi mentre x tende a zero. Per un teorema
del § 5 si ha che se le due quantita estreme ten-
dono allo stesso limite, anche la quantita inter-
media tendera al medesimo limite. Ora effettiva-

mente per »=0, 1 =1, e quindi possiamo con-
cos &

. x .
chiudere che —— tende ad 1, cioé che
senx
lim
=0

3. Si voglia calcolare

senx __ 1.

lim 1 —cos z
x=0 :

Si sa dalla trigonometria che

1
1—cosx=2 sen’; x,

onde
sen? —a sen 1 x
1—cosax ' 2 1 2
=2 =sen— & ———
x x 2 1
- ?3

Poiché il secondo fattore tende ad 1, e il primo
tende a zero, possiamo conchiudere che il prodotto
tende a zero, cioé
s 1--cosa
lim -————x =

=0
4. Si voglia calcolare

. o
lim tang & z
=0
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: senx .

Essendo tang x = , 8i ha

cos &
lim ANRZ _ i, 1 senz
r—o & cosx &
. . senx
=lim lim —1.
cos

5. Passiamo ora a calcolare il limite di

x\"
(1+3)
per n —=o. Noi dimostreremo che tale limite non
¢ altro che il valore della serie convergente

x x? x3
1+1—!—+2—!+3—!+....

che si chiama la serie esponenziale per una ra-
gione che vedremo in seguito.

Cominciamo col fissare per n un valore finito, e
chiamiamo ¢, la somma dei primi n 41 termini
delle serie, cioé poniamo

x an
?n—-l+1—l+-...+m.
Essendo

(l+—)—l+ AR L

S (- D

si ha
-y 2

= (-
B
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1 coefficienti del secondo membro sono eviden-
temente tutti positivi; cosicché se @ & positivo, il
secondo membro ¢ la somma di tanti termini po-
sitivi, mentre che se x é negativo, i termini del
secondo membro sono alternativamente positivi e
negativi.

Ma in quest'ultimo caso se noi convertiamo in
positivi tutti i termini negativi, verremo ad accre-
scere il secondo membro, per modo che indicando
con || il valore assoluto di &, possiamo scrivere

(H——) 2 1—(' —71;)

Ora evidentemente
[1 —(1——1>....(1 _h—t ]
i n n

h—1
<[1-(=*)"]
mentre :

[ (A (- A5+

+- 50+ (= ) T <

n

onde abbiamo:

(1+ )n h_n (h__i)_iliclh.

=2 n h!

11 secondo membro risulta di » —1 termini po-
sitivi; aggiungiamo tutti gli altrl infini \ermioy
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che risultano dalla stessa formola ponendo per A
valori superiori ad n.

Allora evidentemente la disuguaglianza conti-
nuera a sussistere con piu ragione, e si ha

?"—(1_}- ) nzghh_!i):l .

La serie del secondo membro é una serie con-
. vergente, perché si pud subito vedere che il rap-
porto del termine generale

— 1\
& h !1) el

al termine precedente

( (h— 2%

)
é
(h—1)2 |x|
h—22 h

e converge a zero per h=o; dunque la serie di
cui si parla ha un valore finito A: possiamo per-

cio scrivere
| x\» A
~( 3<%

‘Passando ora al limite per n =, si vede che
il secondo membro converge a zero, e quindi per
n=o0 si pud conchiudere la eguaglianza dei due
termini del primo membro. Per la dimostrazione
fatta, n deve convergere all’infinito passando per
valori interi positivi; ma si pud dimostrare che
in qualunque modo n converga all infinito, s\ W

Pascar, Calcolo infinitesimale, 1. ®
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sempre lo stesso risultato. Per brevita tralasciamo
pero questa dimostrazione.’
Per x =1 la serie esponenziale diventa

1 1 1
ottt

¢ il suo valore é un numero irrazionale compreso
fra 2 e 3, che si suole indicare colla lettera e, ed
é la base dei logaritmi neperiani. Si ha quindi

e=lim (i + )
n=—20oo
" Possiamo dedurre di qui una notevole relazione

fra il numero e, e la serie esponenziale per # qua-
lunque. Possiamo infatti scrivere

e |

e ponendo
=m

n
x
si ha

s (2 =, () =

Conchiudiamo dunque che la serie esponenziule
generale non é che la potenza xm« del numero e.
6. Dalla formola

(3 =

se ne possono ricavare allre.
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Poniamo
1 .
_=m
n
e abbiamo
1
lim(l4+m)™ =e.
m=0( + m)

Prendiamo i logaritmi neperiani dei due mem-
e otteniamo

lim log(+m) _ 4 (@)
. m=0 m
E se invece partiamo dalla formola
lim (1 +.£)“= ec,
n=—=00 n
collo stesso procedimento otteniamo
lim M =a. b)
m=o m
Poniamo ora infine nella (a)
m=ay —1
donde
14+nm=ay
log(14+m)=yloga
e si ha con facili trasformazioni
lim % —1

=log a.
y=0 Y g (C)

Ponendo invece nella (a):
m=@1+4+yr—1
I+m=(1+gw

log (14 m)=yplog(\ 4y,
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si ha

m{dt9Ne—1_
y=o log(1+y) —

Ma per (a)
lim log1 + y)= 1
y=o0 Yy

dunque possiamo scrivere

um“‘l"’}“ )kl W )
y=o0



CAPITOLO IIL

Derivate di una fangione.

§ |. Derivata di una funzione di una sola variabile. —
Sia y =f(x) una funzione definita in un certo in-
tervallo (a, b), e sia @ un punto di tale intervallo
in cui la funzione sia finita. Consideriamo un
altro punto prossimo ad @, e sia il punto = A.

La funzione nel punto x £ h avra in generale
un valore diverso che nel punto z; se la funzione
é continua, come bisogna supporla in queste con-
siderazioni, il valore della differenza o incremento

S@xh)—f(x)

é una quantita che tende a zero quando X tende
a zero; ma puo accadere che il rapporto

f@Exh) —fx)
+h ’

il quale é il rapporto di due differenze, quella dei
valori della funzione, e quella dei valori della va-
riabile, tenda ad un limite per h=0; se questo
limite esiste, ¢ finito, ed é indipendente dalla ma-
niera colla quale h tende a zero, e indipendenie



70 Cap. II. § 1. Derivata di una funszione."

dal segno di h, esso si chiamera la derivata della

JSunzione nel punto , o, per una ragione che ve-

dremo in seguito, quozsiente differenziale nel punto x.
Il repporto

Sf@==h)— f(@®
+h

per h finito si suol chiamare rapporto delle diffe-
renze ovvero anche rapporto incrementale.

Se il limite esiste solo a destra o solo a sinistra
del punto , allora si avra la derivata destra, o la
derivata sinistra di f nel punto = Si parlera pero
di derivata senz’altra aggiunta, quando esistono
ambedue le derivate, destre e sinistre, e inoltre sono
fra loro eguali.

Se la funzione data ha valore costante in qua-
lunque punto, é chiaro che la sua derivata é zero.

Immaginando che, data una funzione f(x), per
ciascun punto di un intervallo ne esista la deri-
vala, 'assieme di tutti gli infiniti valori di questa,
costituisce a sua volta una nuova funzione che si
chiama la prima funzione derioata, e si indica
col simbolo f’ (x).

Cominciamo a vedere quali "sono le condizioni
per l'esistenza della derivata finita e determinata
in un punto. Prima di tutto é chiaro che la fun-
zione deve essere continua nel punto; altrimenti
il numeratore non converge a zero, mentre il de-
nominatore converge a zero. Quindi il limite del
rapporto in tal caso, se anche esiste, non potra
essere finito.

Inoltre la funzione, la quale, per ipotesi, é finita

iz &, non polra essere infinita in infiniti punii di
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un qualunque intervallo attorno al punto x,; per-
ché se lo fosse, avvicinandosi al punto &, passando
per tutti questi tali supposti punti nei quali la
S (x=x=h) & infinita, il limite che si otterrebbe do-
vrebbe essere lo stesso di quello ottenuto avvici-
nandosi in qualunque altra maniera al punto x;
ma il limite che si ottiene é evidentemente 1'infi-
nito, perché il numeratore risulta costantemente
infinito in tutti i successivi stadii del passaggio al
limite, dunque il limite del rapporto incrementale
non potrebbe essere finito.

Raccogliendo queste considerazioni possiamodire:
se in un punto in cui una funzione éfinita, la de-
rivata della medesima esiste ed ¢ finita, la fun-
zione deoe essere continua e finita nel punto, e
inoltre deve esistere un intorno del punto in cui
la funzione non sia mai infinita.

Possiamo anche far vedere che almenoché il
valore della derivata non sia zero, la funszione
non deve nell’intorno del punto x, essere tale che
la espressione f (@ +=h) — f (x) ecambi infinite volte
di segno.

Noi cioé possiamo bensi immaginare delle fun-
zioni per le quali, in un qualunque intorno del
punto &, piccolo a piacere, esistano sempre dei
punti in cui f(x =+ Ah) — f(x) abbia valore positivo,
e altri punti in cui abbia valore negativo, ma una
funzione cosiffatta o ha la derivata zero, oppure
non ha derivata determinata.

Un esempio di ci6 é la funzione definita dalle
due formole

JSO)=0 , f(w)=a:se.\\‘—m‘
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. 1 .
La funzione zsen ha valore determinato per

ogni &, diverso da zero, ma per =0 essa ci si
presenta come indeterminata perchétale é sen.oo; é
questa la ragione per cui noi stabiliamo a parte il
valore che la nostra funzione vogliamo che abbia
per # = 0; propriamente fissiamo il valore zero. Cosi
facendo veniamo a costruire una funzione conti-
nua anche per & =0, giacché é facile riconoscere
che il limite di f(x) per =0, é anche zero. In-

. 1 .
fatti per qualunque x, sen - Sarasempre compreso

oo 1 .
fra —1 e 4 1, e quindi xsen é una quantita che
si puo rendere piccola a piacere, diminuendo il
valore di x, e percio per =0 tendera a zero.

La funzione cosi costruita & della suindicata
specie: avvicinandosi infatti con & al valore zero,

. 1 . . . . .
il sen— cambia di segno infinite volte, e non si
puo mai trovare un intervallo, per quanto piccolo,
. . . 1 ..
attorno x =0, in cui la funzione xsen— sia sem-

pre positiva o sempre negativa.

E facile dimostrare ci6 che abbiamo sopra as-
serito in quanto alla non esistenza di una derivata
diversa da zero per una funzione cosiffatta.

Giacché per effetto della supposta continuita
della funzione, noi possiamo dire che anche la
differenza

S (e 3= 1) — f (),

considerata come funzione di h, & uwna tanzione
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continua; e quindi se col diminuire di 4 tale espres-
sione cambia infinite volte di segno, essa passera
infinite volte per zero; vi saranno percio in qua-
lunque intorno del punto &, infiniti punti, in cui

S@xh)=F(z)

Noi intanto possiamo far convergere h a zero
facendo che il punto x4 h venga a coincidere
successivamente con ciascuno di tutti questi infi-
niti punti: e allora in tutti gli stadi del passag-
gio al limite, essendo il numeratore del rapporto
sempre zero, il limite di esso, se esiste, non potra
che essere zero. Quindi la derivata della funzione
o é efiettivamente zero, oppure non esiste deter-
minata. .

Cosi per esempio la funzione da noi sopra con-
siderata non ha derivata in # =0, mentre l'altra
funzione

SO)=0 f(-'t)=.z"sen;;

ha per derivata zero.

La continuita della funzione, é, come si é detto,
condizione necessaria perché esista la derivata
nel senso sopra definito; essa pero non é condi-
zione sufflciente, e cio risultaimmediatamente dal-
I'esempio traltato di sopra; le funzioni derivabili
formano cioé una classe di funzioni pit ristretta,
e compresa in quella delle funzioni continue.

Una volta si credeva che tutte le funzioni con-
tinue fossero derivabili; in seguito si vide che cid
non era, e che si potevano invece trovare tunziom
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che sono continue in tutto un intervallo senza
essere mai derioabili.

Diffusi particolari su ci6o possono trovarsi nel
mio volume: Note critiche di caleolo infinitesimale
Milano 1895, pag. 85 e seg. '

Vogliamo ora accennare ad un'interessante rap-
presentazione geometrica della derivata di una fun-
zione di una sola variabile, in un punto.

Fig. 1.

Si abbia una funzione y di = che sia rappresen-
tabile geometricamente mediante un arco ordinario
di curva piana come A B (il che del resto non é
possibile per tutle le funzioni: vedi Cap. 1, § 2).

Per ogni valore di @, il valore dell'ordinata y
rappresenta la funzione. Consideriamo le ordinate
corrispondenti alle ascisse o p, o p’.

La differenza fra le ordinate, sia rappresentata
da P’ a, mentre la differenza delle ascisse é rap-
presentata da pp’= P a.
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Il rapporto incrementale é dato da

Pa

Pa
che, per le ordinarie nozioni di trigonometria, é
eguale alla tangente trigonometrica dell’ angolo
che la corda PP’ della curva fa con Pa, ovvero
coll‘asse di . Quando p’ si avvicina a p, P’ si av-
vicina a P sulla curva, e la corda P P’ diventa la
tangente alla curva nel punto P; dunque: la de-
rivata di una funzione per un valore x della va-
riabile, rappresenta , se la funzione é rappresen-
tabile geometricamente mediante una curva, la
tangenté trigonometrica dell’'angolo chela tangente
geometrica alla curva nel punio di questa che ha
per ascissa x, fa colt'asse delle ascisse.

Si vede di qui che il problema della ricerca
della posizione della langenle in un punto della
curva si risolve col calcolo della derivala della
funzione che rappresenta 1'ordinata della curva
espressa mediante 1'ascissa. Ed é appunto il pro-
blema famoso e fondamentale della ricerca delle
tangenti che dette occasione a LEIBNITZ e NEWTON
di scoprire i fondamenti del Calcolo differen-
ziale.

La definizione di derivata, data di sopra, presup-
pone che sia il punto in cui si considera la deri-
vata, sia il valore della funzione in esso, sieno
finiti ; per completare allora le considerazioni di
questo paragrafo, bisognerebbe stabilire cio che
conviene assumere per definizione di derivata
quando o il punto in cui essa si vuol considerare,
o la funzione, o ambedue sono infiniti.
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Restando a nostro arbitrio il fissare la defini-
zione per il valore della derivata in tali easi, noi
la fisseremo in modo che la funzione derivata rie-
sca possibilmente una funzione continua; cosi ci
saremo serviti nel modo pit semplice dell’ arbi-
lrarietda di cui possiamo disporre e avremo anche
conservata una proprieta fondamentale della fun-
zione derivata di cui tratteremo piu avanti (v.§4).

Percio calcoleremo, quando ci sara possibile, il
limite della funzione derivata, e tal limite lo as-
sumeremo come valore della slessa in ciascuno
dei casi suindicati.

La discussione rigorosa del calcolo di tali li-
miti ci porterebbe pero troppo lontano dal piano
propostoci in queste lezioni; ci limiteremo percio
a qualche breve considerazione, specialmente di
indole geometrica, senza la pretesa di stabilire dei
teoremi generali.

Immaginiamo una funzione rappresentabile me-
diante una curva ordinaria continua e a tangente
determinata, in un intorno a sinistra di un punto
a, e in tal punto l'ordinata della funzione abbia il
valore . Geometricamente appare che se la tan-
gente alla curva deve tendere ad una posizione li-
mite quando l'ascissa del punto di contatto tende
al valore a, lale posizione limite non pud essere
che quella dell'ordinata nel punto @, e quindi i
limite della derivata della funzione in questo caso
é linfinito.

Supponiamo p. es. che l'ordinata della curva sia
espressa dalla funzione

| =
y xr—a
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she tende ad » per x =a. La derivata é espressa
ja (v. §3)
1
(x —a)?

2, come si vede, tende anche ad o per x =a.
Supponiamo ora il caso di una funzione il cui
limite per &= sia finito, eguale ad A, e che
abbia, da un certo x in poi sino a &=, derivata
Jeterminata e tendente ad un limite. Geometrica-
mente appare che la retta parallela all'asse = e
distante da questo della quantita A, dovra in-
contrare la curva nel punto all’e, ed ¢ da conside-
rarsi come tangente alla curva stessa; il limite
della posizione della tangente é dunque una pa-
rallela all'asse delle &, e percio il limite della de-

. \ . 1
rivata é zero. Per es. la funzione x = A +5. per

r = tende ad A4, e la sua derxvata ——1— per * =

lende a zero.

Resta a considerare il caso del limite per £ =
iella derivata, supposto che per & =, la funzione
tenda anche all'infinito.

Si abbia una curva che abbia un ramo eslenden-
tesi all’infinito, e la tangente tenda ad una posi-
zione limite, quando il punto di contatto si allon-
tani su tal ramo.

Consideriamo la tangente alla curvain un punto
P, di ascissa @, del ramo all'infinito. Tale tan-
gente incontrera I’asse di # in un punto di ascis-
Sa Xo . ‘

Essendo la derivata la tangente irigonotneivica
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dell'angolo P M p, essa sara eguale al rapporto %

cioé a a;fl;- Facciamo ora tendere il punto P al-
e 0.

I'infinito; allora se la tangente lende ad una posi-
zione limite, tale posizione seghera l'asse di x in
un punto a distanza finita di ascissa Xo.

f()

Nel rapporto vi compariscono due infiniti

f(x) e mentre Zo tende alla quantita finita Xo
Per un teorema sugli infiniti (vedi Cap. I, § 10) si
ha che il limite di tale rapporto é eguale al limite

f()

, perché aggiungendo al denominatore, che ¢

un mﬂmto, una quantita . tendente ad una quan-
tild finita, il limite del rapporto non si allera.

Si ha cosi per risultato che nel easo indicato i
limite della funzione derivata si ottiene calcolandc
il limite:

lim(_@.
x

=00

Per cs. se f(x)=Vz® — 1,lasua derivata é (v.§3
Py — L
f (“(/) — \/‘l',g __ l

il cui limite, per n=oo, é 1, ed anche 1 éil limite
2 .
4 L@ _ Va1
x x
Ripeliamo pero che le considerazioni geome-
triche qui fatte non sono in alcun modo da consi:
derarsi come delle soddisfacenti dimostrazioni degl
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indicati teoremi, i quali del resto, a loro volta,
non valgono che con opportune restrizioni, sulle
quali non crediamo conveniente dilungarei.

§ 2. Teoremi di derivazionme per le funszioni espli-
cite. Derivagione per serie. — Le prime quistioni
che si presentano nel calcolo delle derivate delle
funzioni sono quelle relative all’espressione della
derivata di una funzione composta di altre funzioni
fra loro riunite dai segni di operazioni analitiche,
mediante le derivate di queste.

Si suppone naturalmente che ognuna delle fun-
zioni, mediante cui é composta la data, abbia de-
rivata determinata.

In primo luogo é evidente che la derivata di
una costante é zero; sia inollre f(x) eguale al
prodotto di una costante per una funzione di &,
cioé

S&E)=co@).

Avendosi

f@+h—f@_ e@t+h)—o@
h - h . 7

si deduce che in tal caso la derivata si calcola
moltiplicando la costante per la derivata della
Sunzione.

Si abbia la somma di pit funzioni, in numecro
finito °

S@)=1¢ @+ o, @)+ ...
Diamo ad z l'incremento A e si ha:

S@AR) =9 @+h) F gl T+ )X ...
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donde

St —f@=q@+h—a@+
Fo@t+h)—e@+...

e dividendo per A e poi passando al limite per
h =0 si ha infine

S @=e/ (@) F o (@®+...

Possiamo cioé conchiudere che il segno di deri-
vazione ¢ invertibile col segno di somma.

Come caso particolare: Se due funzioni diffe-
riscono per una costante, le loro derivate sono
equali.

L’invertibilita del segno di derivazione col segno
di operazione non piu sussiste per il prodotto e il
quoziente. Sia

S @) =0 @) ¢ (2).
Dando ad « l'incremento & si ha
S @+ h)=9, (x4 h)gs (x+h)

e quindi
SJ@Fh)—f (@) =0 @+ h) gy (@4 h) — o, (2) s ()
=gy (@ + 1) [, (@ + 1) — o (@] +
+ 94 () [, @ -+ h) — 05 (X)].

Dividendo per & e passando al limite per A =0
si ha .

J'(®) = 95 (®) 91" () + ¢, (%) 92’ ()
cioe la derivata del prodotio di due funzioni é

eguale alla somma dei prodotli della derivata di
ciascuna Junzsione per Ualtra funzione.
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Applicando ripetutamente questa regola si pud
ottenere la regola generale: per fare la derivata
del prodotto di n funzioni, 8i fa la derivata di
ciaseuna funzione e si moltiplica per tutte le altre,
e poi sommanst tutti gli n prodotti cosi formati.

Si abbia ora

_u@
f@)= 2
donde
_uE+n
fet = etn
e quindi

BRI Y C3 O N TN B
SN =@ = TR @

_e @+ h) oy (@) — oy (@) ge(@+ h) _
. 2 (2) g2 (4 1)
— P @) oy (@+h)— ¢ (@)] — ¢, (@) [95 (2 + h) — 5 (2)].
92 (T) 03 ( + A)

Dividendo per k& e passando al limite per 2 =0
resta

2 o @2 (X) 04/ (®) — ¢4 (®) 0y’ ()
S @)= [os @2 :

cioé la derivata del quoziente di due funzioni si
JSa sottraendo dal prodotio del denominatore pér
la derivata del numeratore, il prodotto del nume-
ratore per la derivata del denominatore, e divi-
dendo il tutto per il quadrato del denominatore.
Supponiamo ora che y sia una funzione di un’al-
tra funzione z di x; sia y =¢,(3), 2 = ¢, (x); sara
y una funzione di 2, f(x); come si esprimerd \a

Pascar, Calcolo infinitesimale, 1. ®
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sua derivata rispetto ad @, mediante le derivate
difegqt?

Quando x riceve 1'aumenlo k, allora 2z ricevera
un certo aumento che chiamiamo k, mentre y ri-
cevera l'aumento I.

Ora si ha identicamente:

I 1k

h™ k' h’°
facendo percio convergere i a zero, anche k ed !
convergono a zero, e i limili dei rapporti

Ll ok
Thh

sono rispeltivamente le derivate di y rispetto ad
2, di y rispetto a 2, ¢ di & rispetto ad ; quindi
nel limite otteniamo

S @) = ¢/ (3) @2 (%)

cioé la derivata rispetto ad & di una funszione y
che sia data esplicitamente come funzione di una
variabile z, la quale sia poi a sua volta funzione
di x, é eguale al prodotto della derivata di y ri-
spetto a z, per la derivata di z, rispetto ad .

Consideriamo finalmente il caso delle funzioni
inverse. Sia y funzione di x, ¢ (z), e sia tale che
si possa, come si dice, invertire,cioé si possa con-
siderare anche @ funzione di y; una tale funzione
sappiamo che si chiama la funzione inversa della
data. Come si esprime la derivata della funzione
inversa mediante quella della funzione diretta ¢

Si dia ad « l'incremento & con che y acquisti
I'incremento k; é chiaro che se sida viceversa ad
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y Yincremento k. la & ricevera I'incremento h ; per
modo che il limite del rapporto di%é la derivata
della funzione inversa, come il limite del rapporto
inverso Iﬁc ¢ la derivata della funzione diretta.

Ma idenlicamenle

dunque: la derivata di una funszione inversa ha
per valore Uinversa aritmetica della derivata della
Junzione diretta.

L'inversione analitica della funzione si riduce
ad un'inversione puramente aritmetica della deri-
vata. ‘ .

La derivata cosi ottenuta non viene espressa in
funzione della variabile indipendente. ma della fun-
zione. Per esprimerla in funzione della variabile
indipendente occorrerebbe effetituare la inver-
sione analitica della funzione; ma finché ci vo-
gliamo limilare alla conoscenza del valore .della
derivata in un punto nel quale si conosca il va-
lore della variabile e della funzione, non occorre
pero affatto la previa effeltiva inversione analitica
della funzione stessa.

Prima di terminare questo paragrafo dobbiamo
esaminare un caso di una funzione composta di
un numero infinito di altre funzioni.

Nel leorema dato ‘in questo paragralo Sa\a
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derivata di una somma, noi abbiamo dovuto sup-
porre che la somma risultasse di un numero finito
di termini. Se si trattasse invece di un numero in-
finito di termini,cioé di una serie, allora noi dob-
biamo naturalmente fare delle considerazioni a
parte.

Si abbia la serie convergente

Sf@=u@Fu@)+...+un(@®+...

= Zl Un ()= % Un () + Rn ()

i cui termini sieno tutti derivabili.
Formiamo

fEt+h)—f@
A =

S un@th)—un(@)  Ba(@+h)— Ru(@
=2 h + h )

n=1

Passando al limite per A =0 si ha
f’(x):lZun "@)+ Ra ' ().

Quindi se data una quantita « s potra sempre
trovare un indice n tale che R'n (x) sia minore di
s, allora possiamo dire che la serie

§Un (@)
1

é convergente e il suo valore é proprio [’ (x).
Un teorema importante e semplice sulla deriva-
zione per serie é il seguente che ci limiteremo
solo ad enunciare, anche perché per ora non o-
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biamo ancora il mezzo di compirne la dimostra-
zione:

Se esiste un intorno del punto che 8i considera,
in cui la serie delle derivate é equiconvergente,
il valore di questa € proprio la derivata della
serie data in quel punto.

Possiamo subito far I'applicazione di questo teo-
rema alle serie di potenze di cui abbiamo gia trat-
tato nel Cap. I, § 7.

Si abbia la serie di potenze

f(x)=a°+a1x+a,:c’+...=§a..:cn,

e sia  un punto interno del suo cempo di con-
vergenza, che, come si sa, risulta di un segmento
(inclusi o no gli estremi) avente per punto medio
il punto zero.

Formiamo la serie delle derivate e si ha (v. § 3)

%
2n gy xn—1,
o

Nel punto # questa serie (che é a sua volla
un'altra serie di potenze) é anche convergente as-
solutamente, come lo é-la data.

Ripigliamo infatti le stesse notazioni adoperate
nel Cap. I, § 7 e indichiamo con a un punto tale
che | a | > | x| e in cui la serie data sia anche con-

vergente. Ponendo Z—=t< 1, e indicando con M

un numero maggiore del massimo dei termini
| an a» | ,sivede facilmente che i termini della serie

*
3n
o

(1% w"_l\
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sono rispettivamente minori di quelli della serie

M 3,
|a| 0

che é convergente perché ¢ << 1; dunque anche la
serie precedente é convergente, e percié é assolu-
tamente convergente in & quella delle derivate.

Il punto x appartiene certamente percio al campo
di convergenza della serie di potenze rappresen-
tata dalle serie delle derivate; anzi & facile rico-
noscere che esso é un punto interno a tal campo;
esso potré percio sempre circondarsi con un in-
tervallo in cui la medesima serie é equiconver-
gente ; per il teorema di sopra si ha quindi che
la derwata di una serie di potenze convergentein
un campo determinato per un punto intefno al
medesimo 8i fa formando la’ serie delle derivate
dei singoli termini.

§ 3. Calcolo delle derivate delle fungioni esplicite
piu semplici. — In questo paragrafo calcoleremo
le derivate di alcune funzioni che possiamo con-
siderare come elementari, nel senso che mediante
esse possono poi comporsi la maggior parte delle
funzioni che si incontrano nei calcoli ordinarii.

1. Derivata della potenza di una variabile.

Se

S@)=zaxn
si ha

S@4hy =+ Ry
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donde
Sf@4-h) —f@) __ @+ hm—am
h - h
_amtmhan—14 . . —gm
- h
=mam+ T

2

Notiamo che in quest’ ultima espressione gli
altri lermini contengono tutti per fattore £, e
quindi facendo A =0, si ha

S @=man—1,

donde la regola: per fare la derivata di una po-
tenza rispetto alla sua base si moltiplica I’ espo-
nenle per quella potenza della base stessa, che ha
per esponente quello di prima diminuito di un’u-
nitd.

Questa regola vale qualunque sia m, positivo,
0 negativo, razionale o irrazionale; infatti la for-
mola dello sviluppo di (x4 h)m, di cui ci siamo
serviti, vale per qualunque m, potendo sempre sce-

gliere & cosi piccolo che% sia minore di 1, nel

qual caso é valido, come si sa dall’Algebra lo soi-
luppo cosiddetto binomiale (v. anche Cap. III, § 3).
Se m é negativo eguale — n, allora

f@)= o =a-n,

e applicando la regola di sopra si ha:

. 1
f@=—n g
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1 \ — . R
Se m=; la funzione 8/, e la sua derivata é:

L
2z’

| . L h— . .
esem=— la funzione é/x e la sua derivata é
eguale a

1

n
n

rl1—n.

Mediante la formola di sopra pud calcolarsi in-
fine la derivata di qualunque funzione razionale,
composta di una frazione il cui numeratore e de-
nominatore sieno dei polinomi interi in .

Bastera percio applicare i teoremi sulle deri-
vate delle somme e dei quozienti esposti nel § pre-
cedenle.

2. Derivate delle funzioni cirecolari. Se

S(x)=senx
si ha

f@+h)—f@ sen(x+ h)—senx
7 =

h
__senxcosh+cos xsen h —sen x
- h
—senz 382 —1 +cosxw.

h h

Per & =0 sappiamo che i limiti di

cojsh —1  senh



Cap. 1L § 3. Deriv. delle funzioni semplici. 89

sono rispettivamente 0, e 1 (v. Cap. I, § 10) dunque
possiamo scrivere

lim £ @+ 1) —f(x)
h=0 h

=COos &

cioé la derivata della funzione seno di un arco
x, € il coseno del medesimo areo. Col medesimo
procedimento possiamo trovare che la derivata
della funzione coseno é eguale alla funzione seno
_ del medesimo arco ma col segno negativo.

Se f(x)=tgx= ?%rsl—:.. applicando la regola di de-
rivazione del quoziente sviluppata nel § precedente
si ha:

costxz4sentx 1
costx T costx

S (@)=

cioé la derivata della funizione tangente é eguale
all’inverso del quadrato del coseno del medesimo
arco.

Cosi analogamente la derivata della funszione
cotangente ¢ eguale all’ inverso del quadrato del
seno col segno negativo. '

Consideriamo ora le altre due funzioni circolari
cioé la secante e la cosecante.

Si sa dalla trigonometria che

: 1
secxr = *——,
cos &

onde la derivata di sec x sara

sen & tg x !
o= =secxige
cos*x Ccos&x
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cioé la derivata della secante si forma moltipli-

candola per la tangente del medesima arco.
Analogamente per la derivata di

cosecxr =

sen &

si ha

cos &

— = — clg x = — cosec x clg x
sen®ax sen & g tg

cioé la derivata della cosecante si forma moltipli-
candola per la cotangente dello stesso arco, e po-
nendo il segno negativo al prodotio.

3. Derivate delle funaioni logaritmiche ed espo-

" nenziali.

Si abbia f(x) eguale al logaritmo neperiano
di x, cioé

S (x) =loge .
Si ha:
CS@4h)—f(x)  loge (@ + h) —loge x
h - h o
h I
loge (E—i-—)_ log. (l + i_) .
x
Ma per A =0
log; (1 +§)
lim " =1 (v. Cap. I, § 10)
x

unque la derivata di logex é% cioé la deriva’
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della funzione logaritmica neperiana di una va-

riabile, é uguale all’inversa della variabile stessa.
Si tratti ora del logaritmo di base qualunque a

(non neperiano); sia cioé f(xr) =loga . - :
Ricordando la formola ()

, __logex _,
logs x = Toge & — loga e loge =

si ha, derivando:
1 lo
ry 8a €

cio¢ la derivata rispetto ad x del logaritmo di
base a di x é eguale al logaritmo di base a di e
(base dei logaritmi nepenam (v. Cap. I, § 10)) di-
viso per x.

Si abbiano ora da derlvare le esponenzmll ax
ed ez.

Per f (x)=a= il rapporto incrementale é

arth—aqz.  qgh —1

T @ =5
Ma per la formola (¢) del Cap. I § 11, si ha che

. ah —
lim%
=0 h

1 =10ge a

(% Se poniamo o’ =z ciod y =log,x, prendendo i logaritmi
dei due membri si ha

] log,‘a =log, x
donde
log, x log, a =log, x.
Per x=e si ha
logze.logea=1.
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dunque la derivata di a=é
az log. a

cioé la derioata rispetto all’ esponente, dell® espo-
nenziale di base qualunque a ¢ eguale allo stesso
esponenziale moltiplicato per il logaritmo nepe-
riano della base.

Per a=¢e si ha che la derivata rispetto all’e-
sponente dell’esponenziale neperiano ¢ eguale allo
stesso esponenziale.

Le funzioni esponenziali essendo le inverse delle
funzioni logaritmiche, delle quali abbiamo gia cal-
colato la derivata, potremmo anche giungere piu fa-
cilmente a questi medesimi risultati, applicando il
teorema della derivata delle funzioni inverse (v.§2).

Cosi sapendo che la derivata di

y=logu x

lo e—l
8a €. >

la derivata, rispetto a g, di

x=aqa¥
sara
x
logu e’
cioe
a¥ loge. a,

che ¢é lo stesso risultato di prima, salvo lo scar
bio di & con .
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4. Derivate delle funzioni circolari inverse.

Chiamiamo funzioni circolari inverse le funzioni
inverse delle funzioni circolari sen x, cos z, tg x, etc.

Vediamo prima di tutto se é possibile e come,
considerare I'arco come funzione del suo seno.

E chiaro che dato il seno di un arco, vi sono
infiniti archi che hanno tutti quel medesimo seno,
quindi dato il seno di un arco, questo non é de-
terminato univocamente. Perd se noi poniamo
che I'arco debba essere compreso sempre fra i due
valori

2m 41 2m+3
2 " 2 "

b ’

dove m possa essere un qualunque numero intero
positive o negativo, allora & chiaro che vi sara
un unico arco che ha per seno la quantita data,
perché, come si sa dalla trigonometria, fra tali
due valori non esistono due archi aventi lo stesso
seno. La funzione cosi formata la indichiamo col
simbolo

y=arcsenx

che significa U'arco, compreso fra i limiti detti, il
cui seno é x. La variabile x é data da x =sen y.
Per trovare la derivata di una tale funzione ci
serviamo del teorema delle funzioni inverse (§ 2).
La derivata della funzione diretta seny ¢é cosy;
dunque la derivata di y rispetto ad « é (espresso
1
cus ¥
Se vogliamo esprimere tale derivata mediante
la variabile x, non c'é che ricavare I\ us\ove ™qN

in y) eguale ad
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cos y dalla relazione x=seny. Si ricava
VI—axt=cosy,

¢ quindi la derivata di arc sen x é

1
Vi—at

A prima vista tale espressione ha una_indeter-
minazione nel segno. Ma si puo subito rigonoscere
che, per le ipotesi fatte, resta fissato univocamente
il segno da prendere per il radicale; infatti se
I'arco y deve prendersi fra i limiti indicati ii suo
coseno sara sempre positivo, se m é un numero
dispari, e sempre negativo se m é un numero: pari;
onde secondo il valore che si fissa per .m biso-
gnera prendere per il radicale un segno piuttosto
che l'altro. . '

Considerazioni analoghe possiamo fare per.l'in-
versa della funzione coseno. Se 8 x=cosy, colle
analoghe considerazioni di sopra, si pué. vedere
che y puo definirsi come funzione di z, in un campo
di variabilita di y che si estenda

da m = sino a (m+i) L3
" dove m sia un numero intero .positivo o negativo.
Una tale funzione la indichiamo con
, y=arc cos & } >‘
e la sua derivata rispetto a x-sara

1 1

seny T ==
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Anche qui la indeterminazione del segno del
radicale si risolve osservando che per tale campo
di variabilita di y, la funzione sen y é sempre po-
sitiva se m é pari, ed é sempre negativa se m é
dispari. . .

Si vede quindi che, a meno del segno, le deri-.
oate delle due funzioni. :

arc'sen &, arc cos x

sono eguali in valore assoluto; questo risultato si
potea prevedere,-perché é facile vedere che per
uno stesso x, o la somma o la differenza di
quelle due funzioni é una quantitd costante del

tipo (2r—|-'l)-:—;, dove r é un numero intero.
Per la funzione inversa di

rz=lgy

possiamo fare le stesse considerazioni, e ricavare
che tale funzione inversa che indicheremo con

y=arc lgx
é definita in un campo di variahilita che si estenda
o .

9 B
da L;lu sinoa Qm_‘j—‘?w

ovvero anche

da mn= sinoa (m+41)n

Da tali intervalli bisogna poi ancora togliere i
punti in>cui la. 2 diventa infinita; ciod gli esivexm
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del primo intervallo, o il punto medio del secondo
[! :(m+ %)nJ, nel quale ullimo punto la 2 di-

venta infinita di segno indeterminato, secondoché
la y si avvicina a tpl valore da destra o da si-
nistra.

Colle analoghe considerazioni si trova infine che

1
14 a2
Cosi similmente la derivata di areo cotangente %
¢ — '

14 ¥

Possiamo fare I' osservazione importante che
mentre il logaritmo, e le funzioni.circolari in-
verse sono funzioni trascendenti, le loro derivate
sono invece funzioni algebriche.

la derivata di arco tangente di xé

Facciamo ora alcune applicazioni delle formole
sviluppate in questo paragrafo e nel precedente.
Dalla nota formola

sen (x--ua)=sen x cos a-}-cos x sen a,
derivando rispetto ad x si ha
cos (x+a)=cosxcosa —senxsena

che é un’altra nota formola di trigonometria.
Consideriamo la serie esponenziale (v. Cap. I,

§ 11).
r | xt xn
e.’c’—_-_—1 +——1!+——2!+....+—n!+.--

la quale é una seriedi polenze (v.Cap. 1,§7) con-
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vergente per qualunque @, quindi equiconvergente
in un qualunque intervallo.
La serie delle derivate é

x | x
it -
1! 2!

cio¢ la stessa serie data, e quindi é equiconver-
gente ; per un teorema del paragrafo precedente
essa sara allora esattamente la derivata della se-
rie data. Cio significa che la derivata di ez é la
stessa ez, risultato che per altra via gia cono-
sciamo.

§ 4. Fungioni aventi derivata in un intervallo;
teorema di Rolle; teorema del valore medio e suoi
corollari.

Immaginiamo una funzione y=f(x), sempre
finita e che abbia derivata determinata e finita in
un intervallo da o, sino ad 2o + h.

Noi vogliamo esaminare in questo paragrafo
certe relazioni fondamentali che esistono fra i va-
lori della funzione e i valori della derivata.

Consideriamo i valori che la funzione ha nell'in-
iervallo, e di essi consideriamone il limite su-
periore che, per effetto della continuita della
funzione, sard precisamente un massimo per la
funzione, cioé vi sara nell'intervallo (compresi gli
estremi) un punto in cui la tunzione acquista tal
valore. Avendo supposto che la funzione é sempre
finita, questo massimo non potra essere I'infinito.

Nella stessa maniera consideriamo il minimo
della funzione.

Ora possono accadere questi casi: o questo minima
e questo massimo sono situati 'uno in un esiremo

Pascar, Calcolo infinitesimale, 1. 1
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e l'altro nell’altro estremo dell’ intervallo; ovvero,
uno é situato in un estremo, e I'altro in un punto

]

intermedio, ovvero finalmente ambedue in punti -

intermedi.

E chiaro pero che se nei due estremi la funzione
ha il medesimo valore, allora, almenoché la funzione
non sia costante, uno dei due almeno, o il mi-
nimo o il massimo, deve certamente essere situato
in un punto intermedio dell'intervallo.

Ora possiamo subito far vedere che se un mi-
nimo o un massimo sta in un punto intermedio
la derivata in quel punto é zero.

Giacché se x, é un tale punto, p. es. di massimo,
e se consideriamo le due differenze

f@—h—f@), f@Ah—flx),

¢ evidente che esse sono negative o zero, perché
JS(x;) non é minore di alcun altro valore della fun-
zione ; dunque dividendo la prima differenza per
— I, e la seconda per 4-A, si hanno due rapporti
che, per tendere di & a zero, si conservano costan-
temente di segno contrario; ma i loro limiti de-
vono essere eguali, perché debbono rappresentare
la derivata, che supponiamo esistente, della fun-
zione in @;, dunque tali limiti non possono che
esser zero, perché se il limite del primo rapporto
fosse p. es. una quantitd positiva, esso non po-
trebbe anche essere limite del secondo rapporto,
il quale in qualunque stadio del valore di A &
sempre di segno negativo. .

Consideriamo ora il caso in cui la funzione ab-
bia lo stesso valore nei due punti estremi dell’in-
tervallo.
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Da una osservazione fatta di sopra, risulta che
allora nell’ interno dell'intervallo esistera certa-
mente un punto in cui la funzione é massima o
minima, e, quindi, per il leorema ora dimostrato,
esistera un punto in cui la derivata della funzione
é zero.

Dunque: Se una funzione €, in un intervallo,
sempre flnita, e derivabile, e la sua derivata ¢ an-
ch’essa sempre finita, e se la funzione ammette il
medesimo valore negli estremi dell’intervallo, esi-
stera nell’interno di questo almeno un punto in
cui é zero la derivata della funzione stessa.

Questo teorema é conosciuto sotto il nome di
teorema di Rolle. Nell’ Algebra esso si dimostra
per le semplici funzioni razionali intere, ed equi-
vale al teorema, che fra due radici di un’equa-
zione algebrica esiste sempre una radice della
prima derivata.

Un’ altra forma di questo teorema da luogo a
quello cosidetto del valore medio. Supposia una
Sfunzione f (x) sempre finita e derivabile in un in-
tervallo, e la derivata sempre finita, il rapporto
delle differenze della funzione e della variabile
nei. punti estremi dell’intervallo si pud esprimere
mediante la derivata in un punto intermedio del-
Uintervallo stesso.

In effetti la funzione

F@) —f(eo) — LE AL @e) (5,

formata mediante la data e mediante la funzione
lineare semplicissima @ — wo , gode evidentemene

delle stesse pz'?pm'obg SW\\ GUBMNO & 3nche
d OO (.
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finita, derivabile e con derivata finila. Inoltre cssa
si annulla nei due punti estremi dell’ intervallo
cioé nei punti x=ax0 , x =wo + h. Per il teorema
di RoLLE si ha dunque che nell'interno dell'inter-
vallo esistera un puntc in cui la derivata di essa
& zero.

L'ascissa di tal punto sara compresa fra le due
ascisse @o , o +h; rappresentando con 6 un nu-
mero compreso fra 0 e 1, questa ascissa sara percio
della forma a0 4-6A. Intanto la derivata della fun-
zione soprascritta é

fl@o + 1) —f(xo).
h ’

f'(x) —

dunque possiamo scrivere
f(xo 4+ h)—f(20) =0
5 =

S (@0 +0Rh)—-

donde

Sf(zo + /l/)l—f(‘”"):f'(xo +o0h),

formola che dimostra il teoreima del valor medio.

Da questa formola, che ci servira spesso in se-
guito si possono ricavare aleune conseguenza.

Immaginiamo che una funszione in tutto un in-
tervallo da a a b abbia la sua derivata sempre
eguale a zero. Allora é chiaro che scegliendo due
qualunque punti di tale intervallo, e applicando
la formola superiore, il secondo membro é sem-
pre zero, qualunque sieno i due punti @ +h, 2o
scelti; quindi qualunque sieno tali punti si ha
sempre

S @o)=F(xo A
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cioé: la funzione é costante in tutto ' intervallo.

Se quindi due funzioni f(x), g (@) hanno deri-
vate eguali in tutti i punti di un intervallo, poiché
la loro differenza ha allora derivata zero, le due
funzioni date differiranno per una costante.

E cosi: sela derivata di una funzione é costante
equale a A, poiché la funzione lineare Az ha
anche per derivata A in qualunque punto z, si ha
che la funzione data sard eguale ad A x pitt una
costante.

Dalla stessa formola si pud ricavare quest'altro
risultato: se in tutio un intervallo la derivata (i
una funzione ndén é mai negativa, non si po-
tranno mai trovare due punti xo.,xo + N (il se-
condo pit a destra del primo, cioé h essenzial-
mente positivo) tali che f(xo) sia maggiore dt
f(xo 4+ k). Altrimenti applicando la formola supe-
riore, si troverebbe un punto in cui f’(x) sarebbe
negativa.

Vogliamo ora notare quale significalo geome-
rico hanno i teoremi fondamentali di questo pa-
ragrafo.

Per una funzione che ammelte una rappresen-
tazione geometrica mediante una curva, il tecorema
di RoLLE viene a dire che, fra due punti di una
curva continua, in cui l'ordinata ha lo stesso va-
lore, esiste certamente almeno un punto in cui la
langente é parallela all’asse di x.

Il teorema del valore medio si pud poi facil-
mente interpretare come segue: su di un arco
di una curoa.continua esiste certamente almeno
un punto nel quale la tangenie alla curoa ¢ pa-
rallela alla corda. Si vede cosi che ques\o \eo-
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rema non é che come un caso piu generale di
di quello di RoLLE, ii caso cioé in cui la corda
dell'arco che si considera anziché essere parallela
all'asse delle @, € in posizione qualunque.

Prima di lerminare questo paragrafo vogliamo
fare un'osservazione riguardo alla continuita della
derivata di una funzione continua.

Se la funzione f(x) ammette derivata in tutlo
I'intervallo da a a b, cio non basta naturalmente
per conchiudere che la derivata & una funzione
continua. T

Per es. la funzione che per £ =0¢ zero, e per
x diversa da zero ¢ data dalla formola a:’sen%.ha
per derivata in un punto x diverso da zero la
espressione

1

|
2xsen — —CcoS —,
x x

mentre che nel punto =0 ha per derivala

h‘sen—l—O

litn 5 =lim h sen
h=0 h=o0

4
)

=0

¢ il valore zero non ¢ il limite della prima espres-
sione per .»=0, perché quella per « =0 non ha
alcun limite determinato.

Ora si potrebbe credere che la formola del va-
lore medio, cioe

LeEM=1@
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possa dimostrare che f’ é continua al punto «;
perché passando al limite per 4 =0 il primo mem-
bro diventa la derivata di f(z) in «, eil secondo il
limite della derivata. Questa deduzione sarebbe
erronea, giacché bisogna osservare che nel se-
condo membro c¢'é la espressione numerica ignota o,
sulla quale non sappiamo altro se non che é com-
presa fra 0 e 1; ora se facendo convergere h a
zero con continuitd, anche il 8 2 convergesse con con-
tinuita a zero, allora noi ne potremmo dedurre
effettivamente la continuita della derivata; ma in
generale il 8 & col convergere di 2 a zero, con-
vergera a zero saltuariamente, potendo ritenere che
8 non sia in generale una funzione continua di 4 ;e
allora ci6 che possiamo solo dedurre é che la de-
rivata di f in x, é eguale al limite dei valori che
la derivata ha in una certa sugcessione di punti
che hanno per punto limite .

Ora ci6 non basta per poter conchiudere che
la derivata ¢ una funzione continua in «; perché
se cio fosse, il suo valore in a2 dovrebbe essere
non solo il limite dei suoi valori in una certa
speciale successione di punti, ma in qualunque
successione di punti. )

Se invece ammettiamo che esista il limite della
derivata, cioé esista, e sia sempre lo stesso, qua-
lunque sia la successione di punti coi qualici av-
viciniamo ad &, allora dallo stesso ragionamento
di sopra si deduce che il valore di tal limile ¢
quello della derivata in 2, cioé la derivata ha (a
proprieta che se dei suoi valori esiste il limite
per x=a, in a essa ¢ una funzione continua.

Questa costituisce una importanie Propricid A
funzione derivata.
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§ 5. Differengiali. Notazione fondamentale per la
derivata. Derivate e differengiali di ordine superiore.
— Da ora in poi per indicare un incremento dato
ad una variabile adopereremo la lettera A messa
davanti alla variabile; quindi A « rappresentera
un incremento finito e determinato assegnato alla
variabile , cioé la differenza fra due valori di «.

Indicheremo con A f(x) la differenza dei due
valori corrispondenti di f(x); per modo che il
rapporto incrementale o delle differenze, di cui si
parla nel § 1, resta espresso in simboli colla for-
mola
‘ Ay A f@)

—=  ovvero .
. Az Az

Il limite di questo rapporto per Ax=0 ¢ la de-
rivata della funzione; se vogliamo esprimere lale
derivata come quoziente di due quantita, che indi-
cheremo rispellivamente con dy e d«. una di tali
quantita, p. es. d x resta a nostro arbitrio ; intende-
remo che d « rappresenti proprio l'incremento dato
alla variabile indipendente, cioé che sia lo stesso
Aa, e lo chiamiamo il differenziale della varia-
bile indipendente; il d y resta allora delerminato
¢ definito dalla formola

ﬂ =f' (.L')

dx
ovvero

dy=f"(x)da,

cio¢ come (i prodotto della derivata della fun-

zione per il differenziale della variabile indiper
Aonfo

:
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Tale dy lo chiameremo il differenziale della
funzione, osservando pero che esso, a differenza
del differenziale della variabile indipendente, non
rappresenta in generale propriamente I'incremento
della funzione.

La derivata resta cosi espressa come il quoziente
del differenziale della funzione per il differenziale

della variabile indipendente,:f—g, e la notazione
Z—’;!: ‘per la derivata di y rispetto ad «, é una no-

tazione fondamentale che sara da noi continua-
mente adoperata da ora in poi.

Se pero il differenziale della funzione non rap-
presenta proprio I'incremento della funzidne quando
ad « si da I'incremento d«, come lo rappresen-
lava il simbolo a y, esso d'altra parte ha un‘assai
intima relazione con tale incremento.

Dimostreremo infatti che: il differenziale d y della
Sfunzione differisce dall’ineremento Ayche questa ri-
ceve, quando alla variabile indipendente si da un
incremento eguale a d x, per infinitesimi di ordine
superiore.

In effetti essendo

lim &S — p7 (4,
z=0 AX
si puo scrivere

. Af(.'l,-) g
L) — ) 4o

essendo » una quantita che tende a zero perdax =0,
ed essendo poi ax=d, si ha:

Af@)=da f' @)+ wdox
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Per la natura di o, il prodotto wd2 ¢ un infini-
tesimo di ordine superiore rispetto a d«; ed es-
sendo poi per definizione

daf' (@)=dy
si ha infine
Ay=dy+e

dove ¢ & un infinitesimo di ordine superiore ri-
spelto a da. Possiamo dunque dire che il diffe-
renziale dy della funzione non rappresenta pro-
prio Uinecremento che riceve la funzione per l'in-
cremento dx della variabile, ma pero differisce
da tale incremento di un -infinitesimo di ordine
superiore.

E utile osservare che se la funzione data é li-
neare allora I'incremento della funzione coincide
col differenziale.

Se la prima derivata f’(x) é una funzione con-
linua di @, essa potra essere anche derivabile in
un punto, o anche in un intervallo, e allora si ha
la seconda derivata della funzione che si indica
con f” (x), e cosi continuando si pud otlenere la
nme derivata che si indica con f (x).

Abbiamo detto a suo luogo che condizioni ne-
cessarie perché esista la derivala finita di una
funzione in un punto sono che la funzione sia
continua nel punto, e sia finita in un intorno del
punto. '

Perché dunque esista la derivata seconda finita
"» un punto é necessario che la derivala pritas
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sia continua in quel punto, ed esista e sia finita
in un intorno di quel punto.

Ma perché la derivata prima esista e sia finila
in un intorno, € necessario asua volta chela fun-
zione sia continua in tutto un tale intorno, dunque:
per U'esistenza della derivata seconda flnita in nn
punto é necessario che la funzione e la derivata
prima 8ieno finite in un intorno del punto;e inol-
ire che la funzione sia eontinua nello stesso in-
lorno, e che la derivata prima sia continua nel
punto.

Cosi ragionando si trova analogamenle che le
condizioni necessarie perché esista in un punto
e sia finita la derivata nme sono: che la funzione
e le sue derivate sino a quella di ordine n— I
sieno finite in un intorno del punto; che la fun-
sione e le sue derivate sino a quella di ordine
n— 2 sieno continue in un intorno del punto, e
finalmente che la derivata di ordine n — 1 sia con-
tinua nel punto.

In relazione al concetto di derivala nme, doh-
biamo introdurre quello di differenziale nmo.

Vediamo prima di tulto che cosa vogliamo in-
tendere per differenziale di ordine superiore dclla
variabile indipendente.

Per differenziale di 1° ordine della variabile in-
dipendente, noi intendiamo, come abbiamo dello,
un incremento dato alla variabile indipendente.
Per ogni valore di & noi possiamo intendere di
fissare arbitrariamente il differenziale d «, il quale
viene cosi ad essere determinato come una tan-
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zione di &, arbitrariamente stabilita. Di tale fun-
zione noi possiamo calcolare il differenziale, che
sara eguale alla derivata di da rispetto ad «,
moltiplicata per da, e sara indicato con

d(dx)
) = d® = e i
ddxr)=d®ax = 7 dic;

si avra cosi il differenziale secondo di .

Ora se si immagina che per ogni punto x il dif-
ferenziale sia sempre costante, il che si pud fare
perché & a nostro arbitrio la scelta di da per
ogni x dato, evidentemente, essendo allora zero la
derivata di d« rispetto a x, sara zero il differen-
ziale secondo.

Le definizioni del differenziale terzo, quarto, ecc.
sono le analoghe di quelle date pel differenziale
secondo ; il differenziale terzo sara il differenziale
del differenziale secondo, e cosi di seguito.

Ci6 posto passiamo ai differenziali di ordine
superiore della funzione. Inlenderemo per dif-
ferenziale di 2° ordine della funzione il differen-
ziale del differenziale primo che &

dy=f'(x)dax,
¢ quindi indicandolo con d®y si ha

ddy)y=d®y = -'f" (wyda—f @) d(i(i'_" ] da

=f" () d x4 f () d® .

Scegliamo costante il differenziale primo della
variabile indipendente; allora, come abbiamo detlo
avanli, il d?y =0, e resta la formola semplice

Aty =f"(x)d o
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donde
. d2
Sy =74

dat’

Si vede dunque che: la derivata seconda della
Sunzione é eguale al quoziente del differenziale
secondo della funzione per il quadrato del diffe-
renziale primo della variabile indipendente, se é
costante per tutti i punti x tale ultimo differen-
ziale primo.

Nella stessa maniera si vede che, se ¢ costante
il differenziale primo della variabile indipendente,
il differenziale nmo della funzione, é¢ eguale al
prodotto della derivata nms, per la potenza nmu
del differenziale primo della variabile indipendente.
In seguito di che la derivata nmas dells funzione
potra indicarsi con

dny
dzn’

notazione che da ora in poi cnstantemente adope-
reremo.

Dimostriamo ora due teoremi sulle derivate di
ordine superiore di una funzione composta di altre
funzioni.

Sia in primo luogo f(x) data come somma di
piu funzioni in numero finito

J@) =@+ (@) +....+ om (@)
Sappiamo che la derivata prima di f(x)é eguale

| alla somma delle derivate prime di g @y.. am.
' E evidente allora che, riapplicando \a derivarione,
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si 'ha'che la derivata seconda di f, é eguale alla
somma delle derivate seconde delle o, e cosi in
generale: la derivata nma di f é equale alla somma
delle derivate nme delle ¢.

Sia in secondo luogo

S (@) =0, (x) 93 (@).

Noi sappiamo come si forma la derivata prima
del prodollo di due funzioni; domandiamo ora:c'é
una formola per la derivata nama del prodotto di
due funzioni?

Applicando consecutivamente quella che gia co-
nosciamo sulla derivata prima, si ha:

S (@) =gy (@) 92 (@) + 91 (%) 9" @)
S @) =19," () g3 (@) + 2 ¢," @) 05’ (%) + ¢, () 3," (@)
S (@) = 0" (@) 9g () 4 3 ¢," (&) @5’ (@) +

+ 3 1" (@) 0" (%) + ¢4 (@) @™ (x)

Da queste formole si intravede gia quale sara
la legge di formazione della formola generale; noi
dimostreremo che in generale

S0 () = ¢y ) (@) 2 () (1) 04 O=D(@) g’ (@) F ...

dove i coefficienti numerici. (n),(n),... non sono
altro che i coefficienti binomiali del numero n;
questa ¢ la cosiddetta formola di LEIBNITZ.

Per dimostrare cio facciamo vedere che se que-
sta formola vale per I'ordine n — 1, varra per l'or-

dine n, se cioé si ha -
fo=1) () = @,=1 () g, (@) + (1 — 1), @, —2) (22) @y’ (&) 5+ ..
h=n—1

== N =Dl g N (n—1—k) (w\qh&k\ a2y,
k=0 '
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si avra anche la formola analoga a questa mu-
tando n —1 in n; essendo poi essa valida per
n=1,2,... sara vera sempre.
Derivando infatti primo e secondo membro si ha:
S (@) = ¢, @) (x) 95 () +
1+ @ — Do, =D (@) ¢" (@) +
F(n— 1)+ @ — 1)l s *=D(@) 4" @)+ ...

k=n
= ki [(n — D1+ (n — D) k ], 0=0 () 9* ().

Ora dalla teoria dei coefficenti binomiali si sa
la relazione, che del resto si verifica facilmente :
(n — -1+ (n — 1 = (),

dunque

k=n
SO@ =3 (M) gn— @) 0B @),
k=0

che é appunto una formola dello stesso tipo di
quella che abbiamo supposta per l'ordine n — 1.

Formiamo le derivate di ordine superiore di
alcune delle ordinarie funzioni.

Per -

S =am
¢ chiaro che -
So@=m.(m—1)...(m —n+1)xm—n,

Se m é intero posilivo, la derivata mma ¢ eguale
a m! e le altre derivate di ordine maggiore di m
S0no zero.

Per

S(@)=senx
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si ha, pei risultati gia noti,
Sr@)=cosx
S ()y=—sen.r
S (x)y=—cosx
S (x) =senx

cioé alla quarta derivazione si riproduce la fun-
zione dalla quale siamo partiti.- Lo stesso. si ve-
rifica per la funzione coseno, come é facile rico-
noscere.

Possiamo porre la derivata di ordine n della
funzione serno, solto una.forma che valga qualun-
que sia il numero n. Percio osserviamo che

f'@=cosz=sen ('r + %)

Sf"(®)=—senx =Sen(xl-'|-2 %)
S (@) = — cos x:sen(a:—i—:} —’2’—),

in generale si avra dunque
dn senx ™
Sl =sen(e+ng)

e analngamente

dn cosz
o pn

=co0s (a: +n %)

§ 6. Derivate parziali e differenziali delle- funzioni
di pid variabili indipendenti. I1 teorema del diffe-
renziale totale. — Si abbia una funzione ¢ con-
tinua di piu variabili 2, #,.... xs. Poniamo per
@, ;... xn dei valori determinati a, d;...an; la
y resta funzione solo della variabile x,, e possiamo
trovare la derivata di y vispetto ad «, nel panie
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x,=—a,. Tale derivata, se esiste, la chiameremo la
derivata parziale di y rispetto alla variabile z, e
la indicheremo col simbolo:

2y
fa,
che si differenzia dal simbolo ;—;/ relalivo alla
1

derivata di una funzione di una variabile sola, per
la diversa forma delle o e d. Questa notazione fu
introdotta da Jacosr.

Si pudé anche adoperare la notazione f’z,, fz, ecc

Si noti che per il calcolo delle derivate parziali
in un punto bisogna seguire la via indicata, cioé
porre prima, per lutte le altre variabili i valori
delle coordinate corrispondenti del punto; e poi
eseguire la derivazione rispetto all'unica variabile
rimasta. Facendo diversamente si potrebbe trovare
un valore diverso e quindi erroneo. Il piu delle
volte pero bastera eseguire la derivazione rispetto
ad una variabile considerando semplicemente le
altre come costanti senza curarsi di sostituire per
queste ultime i valori delle coordinate del punto
in cui si vuole la derivata; nella formola gene-
rale cosi avuta sostituendo poi i valori di tutte le
‘coordinate del punto si ha il valore richiesto della
derivata. Questo metodo pero, lo abbiamo gia detto,
potrebbe dar luogo ad un risultato non esatto.

Per mostrare ci6é consideriamo la funzione

y =V

Le derivate parziali di questa funzione in un
punto di coordinate qualunque x,=a,, %,= 0\
'PAIC_AL, Calcolo infinitesimale, 1. % i

(ST
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verse da zero) sono

°y _(__g:‘_,___) 0y _ ( Lo )
o, Velr+a2 o= = o2, Va4t /=
cio¢ '

fy __ay B :/ _ay

bz, Valrta? “Vaita®
e queste formole, come si vede , si potrebbero 1i-
cavare procedendo con ambo i metodi indicati di
sopra.

Ma se invece vogliamo la derivata parziale ri-

spetto ad , nel punto (¢, =0,z,=0), e tale deri-
vata la ricaviamo dalla formola

cy x
EEN Y AR5
sostituendo per le variabili i valori 0, 0, abbiamo

. . . 0 ) :
il valore mdetermmatoﬁ; se pero procediamo col

ietodo indicato nella definizione, cioé poniamo
prima, nella funzione, &£,=0, e poi nella funzione
di 2, cosi ottenuta cioé in y =2, eseguiamo la de-
rivata rispetto ad x,, si ha il valore 1, che é
da considerarsi come il vero valore della derlvata
parziale.

Dobbiamo ora introdurre, anche per le funzioni
di piu variabili, il concetto di differenziale.

Il prodotto della derivata parziale per il diffe-
renziale della variabile z, cui essa si riferisce, si
chiamera il differenziale parziale della funzione
rispetto a quella variabile. Dalle cose dele sulle
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unzioni di una sola variabile, si deduce che tal
ifferenziale parziale della funzione, differira per
nfinitesimi di ordine superiore dall’incremento
he riceve la funzione quando x, riceve lincre-
nento da,. ‘

In generale chiameremo differenziale parziale
ispetto alle » variabili #, #,....2r la somma di
utti i differenziali parziali rispetto a ciascuna va-
iabile e differenziale totale della funzione la somma
li tutti i differenziali parziali rispetto a tutte le va-
‘jabili. }

Cio posto, possiamo dimostrare che, quando le
lerivate parziali sono delle funzioni continue di
utte le variabili, il differenziqle totale della fun-
iione gode della proprieta fondamentale, di rap-
iresentare, a meno di infinitesimi di ordine supe-
'iore, l'incremento che riceve la funzione quando
tlle variabili si danno gli incrementi rappresen-
ati dai proprii differenziali.

Per semplicila consideriamo il caso di due sole
rariabili 2, «, indipendenti, e consideriamo 1'in-
:remento

af=f@+dx , z,4dx,)—f(@ 2,)

lella funzione quando alle variabili si danno gli
ncrementi da,, dx,. .
Tale differenza puo scriversi

f@e+dez, 1'2+d$2)__f(1’1 y & d )
+[f@, 2+ daxy) —f (@ 2)]
Per il teorema del valore medio per le funzioni

li una sola variabile, la quantila racchiusa nella
rima parentesi, che é la differcnza fra 1 N2\
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“della funzione quando si fa variare solo il primo
argomento, puo scriversi:
da flo (@, +0d2, , T, +day);
canalogamente la quantila racchiusa nella seconda
parentesi pud scriversi
Az, flzy (2, , 2,40 dy)

Supponendo ora che le due derivate parziali’

sieno delle funzioni continue di x,, &, noi pos-
siamo scrivere
f'fl (xl +0 da 1y ¢2+d1'2) :.flzx ('rlmz)'l"“
S'ey (2 ’ Ty 0 d &) = f'r, (2, 2) 4B

dove «, B sono delle quantita che tendono a zeroin-

sieme con d&, dz, per modo che adz,, Bda, sono

infinitesimi di ordine superiore rispetto a dx,,da,
Sostituendo, si ha

Sf=lda, f o @ 2) + d 25 [z, (2, 2)] + )
+adx +Bdx,
la quale formola dimostra l'assunto. N

Questa formola coslituisce il teorema cosiddetto
del differenziale totale.

Osserviamo che la condizione da noi posta per
la sussistenza di questa formola cioé la condizione
della eontinuita delle derivate parziali, rappresenta
una condizione sufficiente ma non una condizione
necessaria, potendo aversi delle funzioni per le
quali questa formola sussista senza che le deri-
vate parziali sieno delle funzioni continue. Per una
raceolta di esempi su cié si pud con profitto ve-
dere il n.e 75 e seguenti del mio libro, altre volte
citato, Note criliche di Caleolo infinitesimale, Mi-

lann 1895,

]
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§ 7. Derivate e differenziali di ordine superiore per
le fungioni di piu variabili indipendenti. Teorema
d'inversione delle derivagzioni. — Se una funzione
di pia variabili ammette le derivate parziali di
primo ordine in tutti i punli di un campo, queste
formeranno a loro volta n nuove funzioni delle
stesse n variabili.

Potranno dunque derivarsia loro volta, e si hanno
cosi le derivate parsiali di secondo ordine della
funzione data.

Consideriamo per es. la derivata parziale

oy
a_zi-

Questa ia possiamo derivare parzialmente rispetio
a ciascuna delle variabili e abbiamo n derivate
parziali di secondo ordine che indicheremo rispet-
tivamente coi simboli :

2 ﬂ)_”_-‘/ L(M)_&
ca\ox,)  ox? ’ oxm\ox,)  fmpox,’
o anche f”a:‘xg ,f":r,z“ e
Col simbolo
oy

—=— ovvero [,
FERCER S i,

intenderemo che si debba prima fare la. deri-

vazione rispetto a @, e poi quella rispetto a ,.
Se invece deriviamo la a%l{ rispetlo a x, abhiamo
2
0y
ox, 0x,
c'é un legame fra queste due derivale, \& cua\

la derivata f"z,2, O ; ora viene subito l'idea:
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differiscono solo per l'ordine con cui si effettuano
le due derivazioni?

Noi dimostreremo che supposto che una di que-
ste due derivate seconde esista finita in tutto un
intorno del punto x, x,, e sia continua nel punto
medestmo rispetto ad ambo lc variabili, esisterd
per quel punto anche U altra derivata seconda, e
sard equale alla precedente; in altri termini nella
indicata ipotesi é arbitrario l'ordine delle due de-

Pty __*y
‘Pxydxy, CxglXy
damentale si chiama il teorema della inversione
delle derivazioni.

rivasioni Questo teorema fon-

. cy .
La espressione °d g
ox

lim @z, 2 — [ (@ 25)

Axy=0 Az,
¢ quindi
Y
Xy 0Ly
lim limn o 18 A% Ty + AZp) - [ (R, Xy = AZp) _[(2) 1 A%y, X9) - [ (22
Ary0 dego Az, Az,
Az,

lim lim 4{'(»Z’,_—{j-}z,’._,ﬁ—l—A.Z'._,)-f(:c,.a?._)—l—-\el'g)-f(z,—l—-\x.,,z'g)-i-f(.r'l
Arya0 Axg -0 Az, Au,
RGN .

T AT A

indicando, per brevita, con Wz, 2,) il numeratore
di quel rapporto, ¢ intendendo. che bisogna prima
passare al limile per Ax, =0 e pol per Ax,=q.
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. . oty
Se invece calcoliamo ——=—
C Xy 0 X,
sione eguale, ma dove perac bisogna passare al
limite prima per Az, =0 e poi per Az, =0. In
quali casi nell'espressione di sopra sara indiffe-
rente l'ordine dei due limiti?

Poniamo per un momento
Viz, 2) =f@, + A2y, 25) — [l 2)
donde otteniamo
Wz ) =f(r 82,243 2y) —fl@,+ a2 2) —

— f@ 2t A7)+ [ (2,2)
=V(@, , 222y — V(z ).

si trova un'espres-

Ora supposto che la f"y, z, esista finita in lulto
un intorno del punto x, x,, la derivata prima f’z,
deve esistere ed essere una funzione finila e con-
tinua di 2, in tutto il medesimo intorno, e quindi
anche f deve cssere in esso una funzione continua
e derivabile di x,, e con derivala finita; essendo
poi V formata in un modo semplice mediante f, le
medesime proprieta spetteranno ad essa, e pos-
siamo percio applicare ripetutamente la formola
del valor medio.

Possiamo cioé scrivere:

V(xy, @y 4 Axy) — V(z, a0,) = Az, V', (@, 1, + 0" 3ry)

= 3@y [ [lrg (4 ey, 20 8 3a) — ['ry (1 0 5 30)]
= A2 A% [z 2y () 0 Ay, 7y 40 Airy).

Se ora supponiamo ancora che f”x », Sia una
funzione continua di ambo le variabili «, o, si
avra

Sy (2 A 0Axy, 2y 0 80) = [ a0, (@ T Y @,
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essendo o un infinitesimo per Az, =Ax,=0 ¢
quindi

W (& @) )

—_—_— Jy X .

A, A, f J”l-":( ] 2)'{""

Intanto abbiamo gia di sopra osservato che se
nell'espressione
W(-Ti-’”_i)
Ax, A(I}z

passiamo prima al limite per Ax,=0 e poi per
Ax,=0 otteniamo la derivata f'zz(®; ®;), € se
invece passiamo prima al limite per Ax,=0 e poi
per Ax;=0 otteniamo f’z s, (x, 2,), mentre il se-
condo membro della formola superiore sia nel-
I'uno che nell'altro caso riceve sempre il valore
e f'x.x2y ), perché stante la supposta continuita
di f” rispetto ad ambedue le variabili, » va a zero
in qualunque modo si passi al limite. Passando
dunque al limite prima per ax,;=0 e poi per
.\av2=0 si ha
S nym, (@4 o) = [ 2,2 (04 @03)

come si volea dimostrare.

Al solito osserviamo che le condizioni poste nel-
I'enunciato teorema sono sufficienti, ma non ne«
cessarie.

Alcuni esempii molto istruttivi su questo impor-
tante teorema si possono trovare nelle citate Note
eritiche di Caleolo infinitesimale (n.c 79 e seg.)

Vogliamo dare un esempio di funzione per la
quale non sussisle il teorema della inversione
dalle derivazioni.

Si consideri la funzione

L — o

Sy x) =y aq e

X

8
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la quale é determinata e continua in ogni punto
(z, a,); il suo valore riesce indeterminato solo nel
punto &, =&,=0; ma noi assegniamo in tal punto
alla funzione il valore zero. E facile vedere che
allora essa riesce anche continua nel punto (0, 0).

Infatti segniamo un quadrato avente per punto
medio il pugto 0, coi lati paralleli agli assi e di
lunghezza eguale a 24, e consideriamo un qua-
lunque punto interno a tale quadrato; per esso o
la «; sard minore di @, o sara maggiore; ma am-
bedue saranno sempre minori in valore assoluto di

2
. x .
a. Se @, < x,, il rapporto w—’g sara compreso fra 0
2

e 1, e quindi scrivendo la funzione data sotto la
forma equivalente
2,2
E

x
Sy wy) =, 2, Ta:l—

Tt

si riconosce che per tal punto la f(x, «,) é sempre-
in valore assoluto minore di 2c2, perché il mas-

. . . x,2 . .
simo valore che pud acquistare —‘—2—1 ¢ 2 e il
Ty

minimo che puo acquistare ——{-l é 1. Se in-

vece x, <&, scrivendo la funzlone sotto laltr
forma equivalente
|z
) — e @®
Sy ay) —-'1'1-1'2‘_722-
ay

si giungera ad un analogo risultalo.
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Potendosi dunque trovare un intorno del punto
(0, 0), per ogni punto del quale la funzione é sem-
pre in valore assoluto minoredi 22 che possiamo
rendere piccolo a piacere, si deduce che il limile
della funzione per x;=0, ;=0 é zero, e percio
la funzione é continua.

Le derivate parziali di tale funzione sono

x® — x,? 2,2 2,2
[ 2 1 2
,fAt‘-—xng {'-[2—’_4 2(xz+xz)2
X% — a2 @, 2,2
=ux —4a
Sz sz+wz i(‘rz_*_‘rz)z

in un punto (r, @;) qualunque; mentre che nel
punto (0, 0) esse sono eguali a zero, come risulta
direttamente applicando la definizione. Tali deri-
vate sono percio, come é facile riconoscere, an-
ch’esse continue nel punto origine e in qualunque
altro punto.

Passiamo ora alle derivate seconde. Formiamo
f"z, z, ponendo prima 2,=0 in f'z, poi derivando
rispetto a a,, e poi ponendo x;=0. Si ha f"z, z,=
= —1; e analogamente, calcolando invece f"z, z, si
trova f z 2y =+1; onde le due derivate seconde
sono fra loro disuguali.

La derivata seconda f”z z, per un qualunque
punto (@, @), diverso dal punto (0,0), é

2,2 — 2, (22 —a,?

S iy = a“z-{—w s H8afay? (@2 aP

¢ questa funzione non é confinua nel punto (0, 0).

Se al punto (0,0) ci si avvicina nella direzione del-

Passe di @y, il limite della funzione é + 1, mentre

é — 2 se ci si avvicina nella direzione AN asse
e
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Nello stesso modo come abbiamo formate le de-
rivate parziali seconde, possiamo formare le deri-
vate parziali terze, quarte, ecc.

Per queste si adoperera sempre la solita nota-
zione

03 03 t
dxs C dwlom ' OO
o4 o4 ¢
cxlox, ' dxloxyt ete.

dove il denominatore indica rispelto a quali va-
riabili si é fatta la derivazione e quante volte si
é derivato rispetto a ciascuna di esse.

Il teorema della inversione delle derivazioni si
puod naturalmente generalizzare per le derivate di
ordine /kmo; possiamo cioé sempre dire che, se sono
soddisfatte delle condizioni di continuita per la
funzione e per le derivate, il valore di una deri-
vata parziale di ordine kmo rispetto a A variabili
eguali o diverse, é indipendente dal modo col
quale si fanno procedere le derivazioni;é per es.:

wf wf

et CaBRwy ... daylcayB1emw P,

Passiamo ora ai differenziali di ordine superiore
delle funzioni di pitt variabili indipendenti.

Dobbiamo qui ripeterc considerazioni assai si-
mili a quelle svolle per le funzioni di una sola va-
riabile.

Noi possiamo intenderc che per ogni punto
4, X9, X3 4. .+, Tn S Sieno assegnatiin modo arbitrario
i differenziali d.y, day,...,dxy, ¢ a\lova W Ae-
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renziale totale di primo ordine
¢ 0
d!/:’,(‘;‘vfld-l"-‘l-a' 2+ +*—'0w~

ha un valore determinato per ogni punto del campo;
esso pud dunque considerarsi a sua volta come fun-
zione di @, x,...xn € se ne puo, colla solita regola,
trovare il differenziale lotale. Supposto che la fun-
zione f sia di quelle per le quali valga, senza ec-
cezione, il teorema della inversione delle deriva-
zioni, si ha:

ddy)y=d?y= [() fdw,—l—- ?2( dxy+..

Far
of r(do Y, of F(da';) X
+24 Lo -{~72 —‘awf +...Jd¢l
or :f
+[?1‘rw ‘+? sday ..

¢ f t(day) ef ?(dws) ,
+?°—w[ ﬁw2 +-E‘w2 ca,g +- "]d"g
+ . . .

afol 2+—— PR
dvlo+~ f dw,dw3+

r“ﬂl,
+ (‘(d Ei)d l_{_P(da/l)d + J?wf—l-
+[r(d"c2) +r(d12)d ]56972’*'

dove le quanlité contenute nelle parentesi delle ul-
time righe sono rispettivamente i differenziali totali
delle quantita day dw,...dans, e potrebbero percio
Indicarsi con

Ao, d¥ay, oo, A e
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Se scegliamo i differenziali da,da,...dxs fun-
zioni costanti, cioé per ogni punto del campo diamo
ad essi sempre lo stesso valore, il che lo possiamo
fare perché le variabili sono indipendenti, 1'espres-
sione del differenziale di 2° ordine di y resta sem-
plificata perché d*x;=0,d*x;=0...d%cn =0; ¢
resta

l’l/—'—d.z’—}- 2 f dxl(l:,+

di cui la legge di formazione é evidente.

Si puo adoperare un comodo simbolo per rap-
presenlare il secondo membro.

Se formiamo la potenza seconda di

(i‘[ clwl+...+~€-7’—f—dwn)
cf df

e se i quadrati e i prodotti di — " dam li in-
XIn
terpreliamo, anziché come veri quadrati, come

derivate seconde di f, cioé nello sviluppo, in luogo

di
o.f
poniamo »
o f
Car?

ein luogn di

or ef

Cwr s
poniamo
éf

('lr('azs
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lo sviluppo di quel quadrato risulta esattamente
il secondo membro del differenziale tolale di 20 or-
dine; possiamo percio scrivere

cl’y:((;—'aidwl—f-.. .%ﬂ dxa ))’,

Jdove la doppia parentesi sta ad indicare che quel
quadrato non é un vero quadrato, ma solo un qua-
drato simbolico.

Si intende di qui, per induzione, che il differen-
ziale rmo di y lo possiamo scrivere simbolicamente

r
dry— (;—»wfidml.f....%{ da:,.)),
quando pero si assumano i differenziali dz,d«,...
das costanti per tutli i punli del campo.

§ 8. Derivate e differengziali delle fumsioni di pia
variabili dipendenti. Funzioni composte. Teorema del
valore medio per le fungzioni di piu variabili indipen-
denti. — Si abbia una funzione y delle variabili
x,%,...%n le quali non sieno fra loro indipendenti,
ma siano a loro volta funzioni di una variabile
unica «; la y si chiamera funzione di & eomposta
per mezzo delle funzioni @, @,...2n .

Sarebbe facile dimostrare che se y é funzione
continua di x,,...xn e queste sono funzioni con-
tinue di x, anche y é funzione continua di .

Possiamo inolire far vedere che se y é funzione
derivabile di @, x,...xn € queste sono funzioni de-
rivabili di x, anche y é funzione derivabile di x,
e il problema che ci proponiamo é naturalmente
quello di trovare le formole per le derivate della
funzione y di «.
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Diamo ad « un incremento arbitrario Az o d«;
allora le funzioni @, x, ... 2s avranno certi aumenti
che potremo chiamare Az, Aw,,...,Axs coiquali
incrementi la y ricevera un incremento Ay. Gli
incrementi che ricevono «,x,...as non sono ar-
bilrari perché dipendono dall'incremento che ri-
ceve z, il quale incremento solo é arbitrario.

Considerando y come funzione delle variabili
2,2, ..,2a , alle quali si diano gli incrementi da,,
daxy...dxs e supposto che le derivate di y sieno

JSfunzioni continue, I'incremento Ay (v. § 6 Cap. II,

é dato da
Ay=7z l/d ,+al/dm+ + g dx‘n—}-w

essendo o una quantita infinitesima di ordine su-
periore rispetto agli infinitesimi da,da;...dxn

Questa formola vale qualunque sieno gli incre-
menti da,da;...dxn; prendendo in particolare
tali incrementi eguali rispettivamenle agli incre-
menti Ax,,Ax,, ..., Axs chelefunzioni @, x, ... an ri-
cevono quando ad « si da l'incremento arbitrario
Az, si ha la formola

oy oy L
Ag awl ‘+5-£Aw2+...+bw"l‘0n+w

donde
dy_ 0y iw 1y ALy 0y Ay
Az~ Oy Aw ' dxwy Ax ' w,n te A

Facciamo ora tendere Axz a zero; supposto che
le funzicni «,...2. abbiano derivata determinata
e finita, gli incrementi Az, ...Axs tenderanno an-
che a zero, e I rapporti di essi con Aw \enderanno
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a delle quantita determinate diverse da infinito (che
sono le supposte derivate finite delle funzioni z,
%y ...2n );di qui intanto risulta che Az, .. .A s sono
infinitesimi o dello stesso ordine o di ordine supe-
riore a quello dell’ infinitesimo Awx, ed essendo
percio o un infinitesimo di ordine certamente su-
periore all'infinitesimo A« (perché é gia di ordine
superiore a quello degli infinitesimi Az, A, .. )il

0] .
rapporto iz tendera a zero.
Passando al limite per Ax=0 si ha quindi
dy __ oy dxl_{_ay dw, , 0y dan

do otxyde Lx, da ' dxa da

che é la formola della derivata di una funszione
composta. Con cio resta anche dimostrato quello
che abbiamo asserito che cioé y é funzione deri-
vabile di . :

Questa formola ha una grande generalita e da
essa potremo ricavare come casi particolari le de-
rivate di certe speciali e semplici funzioni com-
poste di cui abbiamo gia trattato nel Cap. II, § 2

Per es. noi gia conosciamo la regola per for-
mare la derivata del quoziente di due funzioni di ,
2 @,
D2 ()’
vare dal teorema sopradetto.

Poniamo infatti ¢, (¥)=a, ¢,(x)=x,, e conside-
riamo la funzione

ora questa regola la possiamo subito rica-

= Zy
= 2,
delle due variabili «., le quali a loro volta sonc
funzioni di .
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Si ha

¢ quindi, applicando il teorema di sopra, si ha:

dxy | du,
dy ldaey dxg_wgii*”‘c_i;_
de™ @y de  wtdx &gt -
_ 22 @) ¢/ (@) — ¢ (@) &’ @)
9o* () ’

che da appunto la nota regola di derivazione di
un quoziente.

Un’altra applicazione del teorema della derivata
delle funzioni composte pud ritenersi quella che
si fa per trovare la formola per la derivata di un
determinante, i cui elementi sieno delle funzioni
derivabili di una variabile 2.

La derivata di un determinante di ordine n, é
la somma di n determinanti ognuno dei quali si
ottiene dal dato sostituendo a tutti gli elementi di
ciascuna linea (o di ciascuna colonna) le rispet- ‘
tive derivate.

Si abbia, in effetti, il determinante

e 1
yll !/Ulv

dove le y sieno delle tunzioni di .
Prima di tutto é evidente, ricordando lo sviluppo
di un determinanle, che la derivato di U rispewo
Pascar, Caicolo infinitesimale, 1. Al
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ad un swo elemento é eguale al complemento al-
gebrico di quell’elemento, che cioé in generale

se con Urs si indica il complemento algebrico del-
Pelemento yrs.

Applicando allora il teorema delle funzioni com-
poste possiamo scrivere

(l U N 0 U dyrx N Urs (l!/rx N [\‘ Ups d!/"]
7 da

i

da ™ S Tyrs dor e dux o
¢ la quantita in parentesi é il determinante dato
quando in luogo degli clementi della rms linea si
sostituiscono le derivate degli elementi stessi. Con
¢io il teorema ¢ dimostrato.

In quanto ai differenziali totali delle funzioni
composte abbiamo ‘da osservare cio che segue.

Dalle stessc considerazioni sopra sviluppate si
ricava che il differenziale di primo ordine si esprime
colla stessa formola con cui si esprimerebbe se l¢
variabili non fossero dipendenti; ma non é piu lo
stesso per 1 differenziali di ordine superiore.

<d infatti noi non potremo pil in generale, come
abbiamo fatto nel paragrafo precedente, conside-
rare come costanti gli incrementi di @, @,...am;
giacche dando a . un incremento Ax coslante ¢
indipendente dal valore . che si considera, gli in-
crementi che ricevono le funzioni @;...xs non sa-
ranno in gencrale delle quantitd costan\y, indipen-

Vet oot et
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denti cioé dal valore di #; e quindi neanche co-
stanti saranno i differenziali; cosi per es. il dif-

ferenziale di«, sara egualea Z—w{dw, e per quanto d &

pud supporsi costante, pure non potra supporsi
. . dx, .
che in generale anche la derivata T Sia costante

cioé indipendente da .. Non si pud piu quindi,
come nel paragrafo precedente, dare per il diffe-
renziale di 2° ordine di y una formola nella quale
non entrino i differenziali secondi delle variabili
&£ %, ... on ; la formola per il differenziale di 2° or-
dine e di ordine superiore di una funzione com-
posta, sara percio quella che risulta facendo gli
slessi calcoli che nel paragrafo precedente, ma
senza potere introdurre piu la semplificazione di
considerare come costanti i differenziali di wy....n.
Vi € un caso pero in cui, pure essendo ;... as fun-
zioni di x, nondimeno i loro differenziali possono
prendersi per costanti, ed é quando «...wn sieno
funzioni lineari di @, cioé:
.:',=a,.4'+bl
- .l‘2=a2.1'+ (I?

Ln =A0aAn -1‘+ Un.
Prendendo allora costante il differenziale .o della

variabile indipendente, i differenziali day...dwn ri-
sultano eguali a

ayd.ey ayda oo ando,

¢ quindi anche costanti. In questo caso € chiavo
anche che i differenziali coincidono esallawmens

[
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cogli incrementi (vedi Cap. 11, § 5), e che le for- :

Lo

mole per i differenziali di ordine superiore per le -_

funzioni di variabili indipendenti’ e per le funzioni
composte possono fra loro coincidere.

Passiamo ora alla formola generale per la de-
rivata di ordine rmo di una funzione composta.
" Deriviamo rispetto ad @ ambo i membri della
formola
dy__ry du, | oy dmy
Ao~ T, dae T dx, da

dy dxn
tan da

tob L

Poiché il secondo membro é in generale una
nuova funzione composta cosi noi dobbiamo riap-
plicare al secondo membro il teorema delle fun-
zioni composte, e percié bisognerd supporre che
le derivate parziali del secondo membro rispetto
a x,&y..,%n Sieno funziont continue, condizione
che restera soddisfatla se noi supponiamo che le
derivate parziali seconde di y sieno continue.

Sotto queste ipotesi si ha, effettuando il calcolo:

Aty | ry? fda)\? 02y (dun
da® e d.,e>+ +(1,. (dw
)
gty dayday |
|+‘; et et SRR
oy A cy d®an”
+l(l|d3>'2+ """"" +f’ln da?

e se noi supponiamo che si verifichi quel caso di
cui abbiamo parlato, cioé che x,x,...2, sieno
funzioni (lineari di «, evidentemente Sparisce la
seconda parte di questa formola e res\a sole \a

wroras
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prima parte che pud scriversi simbolicamente
Ay _((2y da, ty dan )\
m—«@w dz T +a_.n,75))
intendendo, come altra volta (v. Cap. II, § 7), che
nello sviluppo della potenza simbolica si sostitui-
scano ai quadrati e ai prodotti delle derivate par-
ziali prime di y, le corrispondenti derivate parziali
seconde. '
Si vede cosi che la formola generale per la de-
rivata rma della funzione composta nel caso che
le ¢ @y... sieno funzioni lineari di x, e che le
derivate parziali rme di y rispetto a x, x, ... sieno
funzion: continue, é simbolicamente espressa da

dry ((dy dao, ty dan \Y
dar (awldw—f— +a7c:7rw>)-

Passiamo ora a generalizzare per le funzioni di
piu variabili indipendenti il teorema del valor me-
dio gia dimostrato per le funzioni di una sola va-
riabile.

Per fissare le idee supponiamo due variabili
sole.

Le variabili .2, sieno fra loro indipendenti;
a noi conviene pero renderle per un momento di-
pendenti. La funzione y=f(x,2,) sia definita in
tutti i punti di una certa area piana A, e sieno

y Ay

ay
ay+h, , a+h,

le coordinate di due punti di ques\a avea.
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Scegliamo a'; .«, funzioni di una nuova varia-
bile ., e formiamo queste funzioni in tal maniera
che per o=uy si abbia «,=a,, xy=a, e per
a=u'o +h si abbia x,=a,+h,, ,=a,-4h, e che
inoltre per tutti i valori di  compresi fra 2.
o +h, le . .v, sieno sempre comprese rispetliva-
mente fra a,, a,+h,, e a,, a,+h,

Geometricamente cio corrisponde alla seguente
costruzione. Segniamo il rettangolo coi vertici a,
a, a,+h, a,+h, e segniamo, ftuita interna a
questo rettangolo, una linea che parta dal primo
vertice (a, a,) e vada al vertice opposto; le coor-
dinate «', .y di un punto di tale linea si esprime-
ranno in funzione di un parametro 2, e le fun-
zioni che le rappresentano godranno appunto delle
indicate proprieta.

In particolare, invece di una qualunque linea.
scegliamo propriamente la retta diagonale. Allora
@y, 4+, potranno esprimersi come funzioni lineari del
parametro . ¢ saranno

ay=a, 4.l
ay =yl

le quali per

.l':“ e ;:l

danno le coordinate dei due vertici opposti del
rettangolo. In questo modo é dunque o =0, A =1.
La funzione y restera una funzione di una variabile
sola .», e chiamandola F(«), e, supposto che la
Junzione data sia derivabile rispetto alle due va-
riabili «y xr,, la F (c) sara derivabile rispetto alla
variabile », e quindi ad essa polremo applicare il
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noto teorema del valore medio; si ha cosi
F(xo +fg)—F(wo Y=hF'(xo +6/)
(6 compreso fra 0 e 1)

donde, mutando i simboli e applicando il teorema
della derivata delle funzioni composte, per appli-
care il quale noi supporremo ancora che le deri-
vate parziali di f sieno funzioni continue, si ha:

f(ay4hy s as+hy)—f(a,a.) =
=h [f’,‘(a.+ol), y @y +0hy) i(l—iill—l—

. d &
et et ]

osservando che il punto cui corrisponde il para-
metro

@o 40N
ha per coordinate »
a,+bhy, a,+0h,
Ponendo ora per x,,x, le funzioni lineari di so-
pra, facendo A=1 e osservando che

dax, da,
da’ da:

sono rispettivamente eguali, nel nostro caso, ad 2,
h, si ha ‘

Sayt+hy,a,+hy) —fla,a)=

=l f'z (@R @y 000) ATy [y (@ A0, @4-0:05)

che ¢ la formola che volevamo trovare. Da essa
& scomparsa, come si vede, ogni traceia della wa-
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riabile «, che ci'é servita solo come ausiliaria per
la dimostrazione.

E utile far notare che per ottener questa formola
si é supposta la continuite delle derivate di f,
cosa che non era necessaria nel caso delle funzioni
di una sola variabile.

Del risultato ottenuto possiamo ricavare una con-
scguenza interessante ed elementare analoga a
un‘alira trovata per le funzioni di una variabile.

Se in un certo campo le derivate parziali della
funzione sono zero in qualunque punto, la fun-
zione é costante per tutti i punti del eampo; in-
fatti, nelle ipotesi fatte, per ogni valore di h, h, si
ha sempre

Sfla+hy , ay+h)=f(aas)

§ Y. Calcolo delle derivate delle fungzioni implicite
di una o pia variabili. — Abbiamo gid detto a suo
luogo che cosa si intenda per funzione implicita
(v. Cap, I, § 2).

Uno dei modi per giungere al concetto di una
tale funzione é il seguente:

Immaginiamo una funzione della due variabili
x e y e poniamola eguale a zero:si ha cio che
si chiama un'equazione:

Questa cquazione sia soddisfatta du una coppia
di valori @o yo ; i0 dico che sotto cerie condizioni
sulla natura della funzione f, si pud trovare
sempre un-intervallo finito attorno il punito x, tale
che wn tult ¢ punti di esso sio definita, per mezzq

k|
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di quellu equazione, una funzione y di x, la quale
diventi yo per x =ao .

Supponiamo che la funzione f sia una funzione
derivabile rispetto alle due variabili (e quindi an-
che continua) in tutto un intorno del punto v ¥, ,
p. es., nel rettangolo in cui i vertici sono '

Zo X ho, Yo xko,

che le due derivate parziali f'z=, f'y sieno fun-
zioni finite e continue, e che f’y non possa mai di-
ventare zero in tutto il rettangolo; applicando la
formola 8el valore medio trovata nel § precedente.
e chiamando

Zo Ny Yo +k (h=ho ,k=ko)

le coordinate di un punto qualunque del rettan-
golo, possiamo scrivere

S @o +hy Yo +k)—f(@o yo )=
=hf's @ +0h,yo +0k)+ kf'y (wo +0h,yo +0'k)

ed essendo per ipotesi
J@o g0 )=0
si ha

S o 4hy yo k)=
=hf's (o 40k, g0 +0 K4k [y (o 401,50+ 1K),

Per le ipotesi stabilile sulle derivate di f, € chiaro
che esisteranno due quantita finite 4, B tali che
per qualunque punto del rettangolo sia sempre

SxlA

>
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Fissato ora un valore per k, é chiaro che si potra
sempre scegliere un h cosi piccolo che sia

hA-<kB
<bastera prendere hv/:]ig) e quindi che per qua-

lunque punto del rettangolo sia in valore asso-
luto

hf'zs < kf'y,

e questa disuguaglianza sia soddisfatla per un h
e per ogni altro h minore di esso; nelly espres-
sione

If'e 1S

per tali /i, i prevarra percio il segno del secondo
termine. Non potendo ora, per le ipotesi fatte, 17,
cangiare di segno, perché altrimenti, a causa della
supposta sua continuita, dovrebbe passare per
zero, il segno di & f’y dipendera dal segno di k. Se
dunque lasciamo fisso 2 e mutiamo il segno a i,
mutera di segno la espressione

S A fy
e quindi anche
./'(.l'a +/l, o +Ic').

Percio tale funzione, per quel determinato h, e
per tutti gli altri h minori di esso, col variare
di /' passera per il valore zero; cioé dato un qua-

lunque h minore della quantita k B =h,. oi sara

sempre, fra — k, e + I, compreso un valore k'
per cui quella funzione si annulla; cid significa
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ehe dato un qualunque valore @« (=u<o 4+ h) com-
pre&o fra wo —hy € o+ hy, vi sara sempre un
y=1yo + k' lale che

Sy =0.

Possiamo dimostrare che di tali y non ve ne
potra essere che uno solo; perché se ve ne fos-
sero due, fra essi, in forza del teorema di RoOLLE,
vi dovrebbe essere un valore di y per cui la de-
rivata di f considerata come funzione della sola
y, dovrebbe essere zero, e invece noi abbiamo sup-
posto che f’y non si annulla mai.

Con cio resta dimostrato il teorema enunciato.

Dimostriamo ora che la funzione y di & cosi
ottenuta é una funzione derivabile (e quindi anche
continua).

Supponiamo trovata una coppia di valoridi /' e /'
per cui sia

f(.'l'o' + h', Yo +/C') =0
sard anche
W[ (wo F0R 50 40 KR [y (100 -FOI . go + 0'1)==0
donde
K fla@o + 01, go+0 k)
Wy e + R yo + VI
Se h’ converge a zero, &’ non pu6 che conver-

gere a zero, perché se convergesse ad una quan-
lita %, sarebbe

S o ,40) =0
S o s yo +1:) =0

e quindi fra i due valori yo ,yo - ky W\ Qovvadhe



140 Cap. I1.§ 9. Derivate delle funzioni implicite. T

essere un valore per cui f’y si annulla (per il teo-
rema di RoLLE), e ¢id é contro Iipotesi. A

E poiché A’, k' sono gli incrementi di «, y, pos-
siamo percio dire che la funzione y é continua; fa-
cendo poi convergere a zero tali incrementi, si
vede che il loro rapporto converge a

_ S @0 go)
Sy @o yo)’
essendo, per ipotesi, continue le f'z e f'y; cio di-
mostra che esiste la derivata di y rispetto ad
ed é data dalla formola:

¢ef
dy  =m
de™ " Of
77

A questa formola possiamo giungere anche per
allra via, dopo pero che abbiamo gia dzmostrato
che tale derivata esiste.

Immaginiamo infatli di sostituire in

flxy

in luogo di y il suo valore in funzione di «; sic-
come tal valore é ricavato proprio da f(xy) =0,
cosi si olterra una funzione di « il cui valore ¢
certamente zero per tutti i punti « pei quali si
puo definire la funzione y. Percio la derivata di tale
funzione di « sara zero; deriviamo allorala f(x g
immaginando che questa sia una funzione com-
posta delle due funzioni di «, cioé « e g. Per il
teorema delle funzioni composte si ha

cfde [ cf dy

Toda ¥ cy dx’
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cioé
ofdy

+6ydfr

che noi porremo eguale a zero per le cose sopra-
dette; di qui si ha la formola gia scritta.

Da questa formola appare che noi possiamo tro-
vare il valore della derivata della funzione impli-
cita senza trovare prima effettivamente la forma
esplicita della funzione; tal derivata verra pero
in generale espressa non in funzione di « sola, ma
per mezzo di « e y contemporaneamente, per modo
che se si volesse la derivata in funzione solo di «,
bisognerebbe intendere che y si soslituisca coll'e-
spressione che siricava risolvendo la equazione. Si
vede cosi che il problema della risoluzione di
f(xy) =0 puo essere posposto a quello della ri-
cerca della derivata di y, il che in molti casi é
sufficiente agli scopi della quistione che si sta
trattando.

Un fatlo analogo accade per le funzioni inverse
(v. Cap. 11, § 2) in cui si pud trovare il valore
della derivata indipendentemente dalla effettiva in-
versione analitica della funzione, inversione che
potrebbe essere praticamente difficile o impossi-
bile.

Per le derivate di ordine ,superiore della fun-
zione implicita non c¢'é che adoperare sempre il
medesimo principio che ci ha servito per la ricerca
della prima derivata.

La espressione

efd
S

mi\
g|
<
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¢ una funzione di due funzioni di # che sono la
y ¢ la @ stessa, ed é costantemente zero per ogni
valore di «+ compreso fra certi limiti (che sono
quelli pei quali resta definila la funzione impli-
cita). Derivando ancora rispetto ad « si ha percio
anche zero; e quindi

2 f 2f dy tf dy ((lr/ afd?y
T:?_*—r.r,"ryd—..r Il(!/lll+ )+(‘Jd.:’
donde
By 1 qrtf ctf dy f(dy
Ry vy d—+7(¢.,)§

Per la determinazione della funzione implicita
noi abbiaumo cominciato col considerare un punto
Zo 1o pel quale f(xz y) si annullava, e tale che in

; of . . if
un suo mtomo@ non si annullava mai ; ora se c_:/

si annulla in un punto prossimo al punto @, yo é
chiaro che 1'ultima condizione potra sempre sod-
distarsi, considerando un intorno del punto xo Jo che
c¢scluda quel tale punto.

0 . .

Ma se a—”;‘ si annulla proprio nel punto xo 4o,
allora non potra piu seddisfarsi la condizione delta ;
¢ 'altra parte in quel caso la formola per la deri-
vala avendo il denominatore zero, da per valore
l'infinito almenoche non sia zero anche il nume-

~f

ratore —=.
cx

Si domanda ora: si pud anche nel caso W o &
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tf_of
tx dy
zione y di « la quali diventi yo per x=wo ?

Senza addentrarci in ulteriori dimostrazioni, che
¢i porterebbero troppo lontano dai limiti impostici
in questo volume, noi diciamo solo che nel caso
di cui si parla, colla f(x y) =0 si possono definire
non una ma due funzioni y di « le quali diven-
tino yo per w=w, ; pué perd anche accadere che
tali due funzioni reali non esistano.

Se la f(xy) é una funzione algebrica razionale
¢ la equazione f(xy)=0 si rappresenta geome-
tricamente medisnte una curva del piano, come
si fa in Geometria analilica, il caso in esame cor-
risponde al fatto geometrico dhe quella curva ha
rel punto di coordinate 2o yo un cosidetto punto
doppio, il quale potra essere anche un punto dop-
pio isolato.

Nel caso in cui le due funzioni di cui si parla
esistono, le loro derivale prime si possono deter-
minare colla formola

2fody F_’___f((l// 2_0
tat ! T (J(lll cy?\d.r -

=0 nel punto o yo, determinare una fun-

cui si riduce allora la relazione da cui abbiamno,
nel caso generale, ricavata la derivata seconda
della funzione. Questa relazione é una equazione
. .d . . .
di 20 grado in J% e dara percio due valori per
le due derivate delle funzioni; se tali due valori
sono immaginarii, le due funzioni non esistono
nel campo delle quanlita reali.
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Geometricamente i due valori per le derivate
di y rispelto ad x corrispondono alle due tangenti
nel punto doppio ai due rami della curva che si
intersecano nel punto doppio stesso.

Dobbiamo ora passare alle funzioni implicite di |
piu variabili. .

I1 modo pia semplice per definirle & il seguente.
Immaginiamo una funzione di tre variabili

SGeya)

e eguagliamola a zero.

Anche qui potrebbe farsi vedere, in modo ana-
logo a quello soprs" tenuto, che softo certe con-
dizioni per la natura di f, se la relazione f=0
é soddisfatta da una terna Jdi oalori

we=uao,  Y=Yo, &=,

si puo trovare un intorno dal punto del piano di
coordinate @, Yo, tale che in esso la variabile z
possa definirsi come funzione delle due variabili
&£, U

Non crediamo pero di addentrarci in queste con-
siderazioni che del resto non sarebbero nel fondo
molto dissimili da quelle gia sviluppate. Vogliamo
solo dire qualche cosa sul calcolo delle derivate
parziali di una tal funzione.

Se in

Sy 3)

in luogo di s si immagina posta l'espressione di
quella funzione di x,y che si ricava da f(wy=z\=0Q

—em—
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risolvendo questa equazione rispetlo a z, si deve
evidentemente otlenere una funzione di «, y che
é costantemente zero per tutti i valori di x e y
pei quali é definita la funzione implicita; e allora
saranno certamente zero le due derivale parziali
rispetto a « e y, cioé

AN

RS

0fos
pzcx
6f8z
9scy

f+

7

di qui si ricaverebbero i valori di

os 0z
ox ’ oy’

In modo analogo si procederebbe in ogni altro
caso piu complicato.

§ 10. Proprietd di funzioni di pid variabili rispetto
alle loro derivate parziali. Teorema di Eulero sulle
fangioni omogenee. — Una funzione di piu variabili
si dice omogenea rispetto a queste variabili quando
gode delle proprieta che sostitucndo in luogo delle
variabili

Ly Yy Byenoy

le espressioni

tae, ly, tz...,

ciné moltiplicando tutte le variabili per una inde-
terminata ¢, la funzione cosi modificata ¢ cguale
all’antica moltiplicata per una potenza di ¢, cio¢
che
0 SCz by, )=t flcy.. )

Pascar, Calcolo infinitesimale, 1. A\l
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Il numero r si chiama grado di omogeneitd.
P. es. la funzione '

A By 2V
Var—y

¢ una funzione omogenea di grado 5/, delle due
variabili z, y.

Le funzioni omogenee soddisfanno ad una pro-
prieta loro caralteristica che costituisce il cosidetto
teorema di EULERo.

Si formino le derivate parsziali della funzione
rispetto- alle sue variabili, e si faceia la somma
dei prodotti di tali derivate per le variabiti rispet-
tive; tale somma é eguale alla funzione stessa
moltiplicata per il suo grado di omogeneitda; si ha
cioé la furmola

of o of -
(2) n.l,+—g!~/-.l/+....——f'f(-’1’/‘y..-).

Noi dimostreremo che questa proprietd é carat-
teristica per le funzioni omogenee, cioé che le
eguaglianze (1), (2), si equivalgono perfettamente.

Deriviamo la (1) rispetto a ¢ considerando come
costanti le altre variabili.

Si ha
cftety,..)dtx) , oftte,ty,..)d({ty

o (ta) di + d(ty) dt t+--
=rir-1f(ry...).

Osserviamo ora che

d@a)y . d(ty) _
T—fl», _d.t =Y e
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e inoltre che dovendo la (1) sussistere indipenden-
temente dal valore di ¢, cioé per qualunque ¢,
questa formola dovra anche sussistere per qua-
lunque ¢, e quindi potra in essa porsi anche ¢ =1.

Cosi facendo si oltiene esattamente la (2).

Vediamo ora viceversa come della (2) si possa
passare alla (1).

Consideriamo la funznone dl t formata nel se-
guente modo

t coly,...

e facciamone la derivata rispetto a ¢ Si ha

w1 foflaty,..) | of(la,ty,..)
“"Ml(. I L 17 y+")t

—rf(t.’:',ty,...);.

Osserviamo intanto che se sussiste la (2) identica-
mente cioé qualunque sieno i valori di «,y,...,
essa sussisterd'anche quando in luogo di «,y4,...

si pongono f{a, ty,.... cioé sussistera anche iden-
ticamente. la relazione:
df(tx,...) . _
‘(—_——d(m.-) .:,—{—...)_rf(tm,...)

e quindi, come conseguenza della (2), si ha che il
numeratore di F’(¢) é identicamente zero per qua-
lunque valore di ¢, e percio la funzione F(f) é co-
stante; il suo valore é dunque egusle a quelln She
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da essa si otliene ponendo {=1, cioé

F(t)="ltx’ty"")=F(1) =f(m,y....)’
tr 1
donde si ricava senz’altro la (1).

Resta con ci6 dimostrato che le (1) e (2) s¢ equi-
valgono perfettamente.

Passiamo ora a mostrare che le derioate prime,
seconde, ete. di una funzione omogenea di grado
r sono anche funszioni omogenee, e di gradi ri-
spettivamente r —1, r —2,....

Derivando infatti la (1) rispetto a & si ha

6f(tw.ty,...)d(tw)=tr of(x.y,...)

¢ (tx) dx ox
ed essendo
dtz)
dx
si ha
a,f(tac.ty....)=tr_16f(x,y....)
o(tx) ox

la quale formola dimostra il nostro assunto in
quanto alle derivate prime. Osservando poi chele
derivate seconde sono le derivate prime delle de-
rivate prime, si deduce che esse sono funzioni
omogenee di grado r—2, e cosi di seguito.

In conseguenza di questo teorema si puo riap-
plicare al primo membro di (2), lo stesso teorema
d’EuLERO, e facilmente si vede che, raccogliendo
i termini simili, s/ ha la formola

l/,,l,-l— 2,y2+ i—"(wc,’ gy ...=r—1)f.
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Analogamente riapplicando k volte di seguito lo
stesso teorema 8i ha in generale

! ((w%+yg+...))k=r.(r—1)...(r—lc—i— b/,

![ dove col simbolo del primo membro si intende al
solito che bisogna formare la potenza kme di quel
polinomio, e sostituirvi poi, in luogo dei prodotti
e delle potenze /kme delle derivate, le corrispon-
denti derivate kme, nello stesso modo che, per altra
occasione, abbiamo fatto nel § 7 di questo Ca-
pitolo.




CAPITOLO IIIL

Sviluppabilita in serie delle funzioni.

§ 1. Generalizzazione del teorema del valor medio
per le fungzioni di una o di pid variabili. Formole
di Lagrange e di Cauchy. — Abbiamo visto che,
ammettendo che una funzione di una variabile
f(«) abbia derivata in tutto un intervallo da

= Sino a b=, + h, la espressione i

_fO—fla

“b—a

si esprime mediante la derivata prima della fun-
zione f in un punto compreso nellintervallo da
aab. '

Vogliamo ora generalizzare questo teorema e
dimostrare che se la f ammette nell’ intervallo le
derivate sino a quella di ordine n (il che porta
poi con sé la condizione che le derivate sino a
quelle di ordine n—1, sieno anche continue), e se
essa e le sue derivate sono finite, la espressione,

10)-r@-6-a) @) L 7 @)-..- L fur @)

(b —a)y

A2
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8 eaprir;te mediante la derivata nma in un punto
compreso nell’interoallo da a a b.
Consideriamo infatti la funzione (%)
’ (b_x)l "
% @) =) —f(@) — b —a)f'@—"F 7 f" @) —
_(b_.w)n-—l
n—1!

...... Sr1l(x)—(b—x)p Q,
la quale per le ipotesi fatte, sara finita e continua
in tutto l'intervallo, e sara anche derivabile. Essa
inoltre si annulla negli estremi dell'intervallo;
quindi per il teorema di ROLLE, vi sara un punto
nell'intervallo in cui la prima derivata di ¢ sara
Zero ; ma

v@=— %f" @ +pb—ap-ta,

adunque, indicando al solito con
Zo+0h=a400b—a) 0<<n<1

il punto di cui si parla, compreso nell'intervallo,

si ha

0= b— a):t__l_(; '— 9)"_1f” (a 40— a)> _

—p(b—ayp—1(1 —6)p—1q,

donde ricaviamo il valore di 2,

—ay—r(1 — 0)n—,
=& t;)(np_(.vl)ze) “fr @00 —a).

Q

(Y E facile riconoscere in che modo ¢ formata questa funzione.
Essa si forma liberando dal denominatore la formola della Q, *
trasportando indi tutti i termini al secondo membro, e po-
nendo in questo dappertutto x in luogo di a.
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colla quale formola resta dimostrato il teorema
enunciato.

Sostituendo questo valore di Q nella formola
superiore e ponendo in luogo di a, b le quantita
.o , &0 + N, si ha la formola notevole

2
o ) :.f<wo>+%f' @)+ o f* @)+
h» (l —0) -p

£ @0 +0h),

per giungere alla quale abbiamo dovuto sup-
porre che la funzione e tutte le sue derivate sino
a quella di ordine n-1 sieno finite in tutto 'inter-
vallo, altrimenti non si sarebbe potuto applicare
il teorema di ROLLE e accertare I'esistenza del nu-
mero 6. Cié non toglie per6o che una formola si-
mile possa in casi speciali sussistere anche senza
fare questa supposizione,

I1 numero p nella formola superiore puo avere
un valore qualunque; poniamo in particolare p = n,
e p=1, e otterremo due formole che considereremo
come le formole fondamentali di questa teoria.
Esse sono:

(l)/(dn+h)-—f(lo)+l'f’(d/o)+ + 1'f“ -1 (x,
+ 2 o @00

@)t A ) == [ o) 5 f o) o BT et

n (1 — gym—1
+h (n-—-z)\ Sr(awo +oh
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La prima formola si dice di LAGRANGE, e la se-
conda di CAucHy.

Notiamo che sul numero 6 che compare in que-
ste formole noi non possiamo dire altro se non che
¢ un numero compreso fra 0 e 1. Il suo valore di-
pende dall'indice n, dal valore di A, dalla natura
della funzione, e, se si tratti della formola fonda-
mentale donde abbiamo ricavato le (1), (2), il valore
di 6 dipende naturalmente anche dal valore di p;
poiché le formole (1), (2) si sono ottenute assegnando
a p due valori diversi, cosi é chiaro che il 0 della
formola (1) ha in generale un valore diverso del
della formola (2).

In quanto al numero 6, noi ci contenteremo di
sapere che esso esiste sempre e che il suo valorc
¢ sempre compreso fra zero e uno.

Insieme alle due formole che abbiamo sopra
ricavato ne dobbiamo, ricavare alcune altre che
hanno peré minore importanza.

Sieno f (x), F () due funzioni aventi derivata
determinata in un intervallo ., o 4 A, e la deri-
vata di F non sia mai zero in tutto 1'intervallo
{0 , #o 4~ h); formiamo I'altra funzione

2 () =,f(wof+h) —f(@)—
< (w"+h)—"f(wo) . .
_F(a‘o+h)_F(m0)‘[1’(-Lo+/1)—-1<(.,v) ,

linearmente mediante le due date, ¢ che si annulla
per @=xo € &==xo 4+ h; pel leorema di ROLLE, fra
lali due esiremi vi sara almeno un PUNtO Lo - Hh
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in cui la prima derivata di ¢ (x) si annulla. For-
mando tale prima derivata, ponendo poi per & il 1
valore x, 49 h, e eguagliando a zero, si ha:

, S@o 4 h) —f(xo) —0 |
—f (.’l‘o+Oh)-l-F(xo+h)_F(wo)F’(a/‘a+0h)—0 i

donde, essendo F’ diversa da zero,

S@o +h)y—f@o) _ f'(wo0h)
F@o +h)—F(xo) F'(xo40h)

Cosi il rapporto degli incrementi delle due fun-
zioni resta espresso per mezzo del rapporto delle
derivate. In questa formola il 8 che comparisce al
numeratore del secondo membro, é eguale a quello
del denominatore.

Medianle il teorema del valor medio applicato
alle due funzioni f e F separatamente si potrebbe
oltenere una formola simile a quella adesso otte-
nuta per altra via, ma non potrebbe poi conchiu-
dersi I'eguaglianza dei due valori di 6.

Se ora supponiamo che le due funszioni si an-
nullino nel punto xo, abbiamo la formola:

S@oth) _ ['(xo +0h)
F(xo—{—h)—F’((vo +0h)

e se poi in generale supponiamoc che le derivate
prime, le derivate seconde, ecc., n — Ime soddisfino
sempre alle stesse condizioni cui abbiamo suppo-
sto soddisfare f e F, possiamo scrivere, applicando
ropelulamente g stessa formola
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wo £ ) _ f' o +0h) _ f" (@0 +00h) _
Lo +h)—‘F’(-’L‘o+9/l)_F”(Wo +61h)_“.
S @ + bn—1h)
T Fn (%o +0'|—1 h)

1>6>0,>0,>...> 0h_1.

assiamo ora alla generalizzazione del teorema
valor medio per le funzioni di piu variabili,
Cap. 11, § 8) e per cido bisogna riprendere’ le
siderazioni fatte nel luogo citato.

i abbia la funzione di due variabili z, x,, f (x, x,),
voglia ricercare il valore di f(a, 4 Ay, a, -+ hy)
‘unzione delle derivate di f sino a quelle di or-
z n, con una formola analoga a quella data
ra per le funzioni di una sola variabile.
oniamo &,, x, funzioni lineari di una nuova
iabile @, e propriamente

xy=a,+ h @
Xy=@aq + hyx,
juali funzioni sono tali che per =0 danno
L=y 5 Zy=0a,
er =1 danno
y=a;+hy , Xz=0as+ hy,

er & compreso fra 0 e 1 danno x,, £, compresi

i valori estremi sopra segnati.

a funzione data diventa allora una funzione di
variabile sola, F (x), cul pud appiicarsh e
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scuna delle due formole di LAGRANGE e di CAuchy,
e si ha

F(l)— 1~‘(0)=F'(0)+21! F”(O)+...+ni

L PO+

dove Rx pud avere una delle due forme
Ry = —l—' Fn () (LAGRANGE)
l;)n —1

Ru:
n—

Fn () (CAvUCHY).
Per la validita di questa formola é necessario
che esistano le derivate rispetto ad x sino a quella
di ordine n in tutto Uintervallo da 0 a 1;e quindi
anche che sieno continue tali derivate sino a quella
di ordine n — I; inoltre che la funzione e le deri-
vate sino a quella di ordine n — 1 sieno finite; que-
ste condizioni sono soddisfatte se noi le supponiamo
per la funzione data di due variabili e per le sue
derivate parsziali sino a quelle di ordine n.

Per ridurci ora alla formola definitiva dobbiamo
introdurre le variabili primitive x,, x,; e percio
dobbiamo esprimere le F’ F”.... mediante le de-
rivate parziali della funzione f (x, @,) data.

Essendo x,, x, funzioni lineari di x possiamo
applicare la formola trovata al Cap. II, § 8, per
la derivala di ordine r della funzione composta,
supposto che le derivate parziali sino a quelle
di ordine n sieno funzioni continue.

Si ha cosi simbolicamente :

rro=((Zhm+ ). .

Xq=0y -
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e quindi infine la formola

0
f@x+m,%+h9ﬁﬂmaa+( o),
Xy 2=,
f Tg=uy
PN L5 I S R
29=ay
1 of n—1
tam(GLm+ g m)), + R
2g=dg
essendo
b (e ),
nt @y=a;+0h,
x9=ag-+0hg
ovvero
(1—0)"—1<(af ) n
B = 1! ! + )z‘=a‘+9h‘.
zy=ag-+Ohg

Il significato di queste potenze simboliche ci é
gid conosciuto per quanto abbiamo detto al Cap.
I, § 8.

§ 2. Formola di Taylor-Maclaurin. — Condizione
necessaria e sufflciente per la sma validitd. — Sup-
poniamo che la funzione f(x) abbia le derivate di
qualunque ordine, ed essa e le sue derivate sieno
sempre finite in un intervallo da xo a ®, 4 A.

Potremo applicare le formole sviluppate nel § pre-
cedente per un qualunque indice n. Consxderlamo
la serie di infiniti termini

8

mw+,ﬂwn+,ﬂwn D)

—0

e studiamo la convergenza di quesia sevie ovd-
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nata secondo le potenze intere positive di A, e il
suo valore.

La somma dei primi » termini di tale serie cioé
n— l hr

._.fr(,o)

1‘———"47
differisce dal valore di f(x, + h), per la quantita

Rn '—:ﬁ_’;f" (.To+0h)

ovvero
hn (1 — 6) n—
n—

Ry =

fn (7o —|— o h).

Se quindi la quantita Ra col tendere di n all’in-
finito, tende a zero, noi possiamo asserire che la
serie di cui si parla é convergente e il suo valore
é esattamente f(xo + h).

Se invece Rn per n = tende ad una quantitd
determinata Re diversa da zero, noi possiamo
asserire che il valore di f(xo + h) € eguale al va-
lore di quella serie piu la quantita Re, e quindi
anche che quella serie é convergente.

Se finalmente Rn non tende ad aleun limite fi-
nito per n=o, la serie sara divergente, o inde-
terminata.

Come si vede dunque la convergenza della serie

(-]

2 ‘—fr (o) = lim Z ——/'r (@o)

r=o0 n=—0r=0 -
¢ intimamente legata colla natura della quantita
R», e la serie sarda o no convergente secondoché
2y lende 0 no ad un limite finito.
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Questa serie si chiama la serie di TAYLOR-MA-
CLAURIN; propriamente si usa chiamare serie di
TAYLOR quella generale, e serie di MACLAURIN quella

- corrispondente sl caso particolare in cui sia @, =0;
ma fra le due formole non c'é una dlﬁerenza d1
sostanza, ma solo di forma.

Quando la serie & convergente e il limite di
R, é zero, allora il suo valore & proprio il valore
della funzione nel punto @ = 2, 4 /; abbiamo cosi
una espressione di tal valore mediante una serie
di potenze, ordinata secondo le potenze intere po-
silive di h, cioé di (x — xo).

Si presenta ora naturalmente qui la quistione:
data una funzione e un punto 2 ; pud svilupparsi
in serie il valore della funzione nell'intorno del
punto xo ?

Prima di tutto sara necessario che la funzione
nell’intorno di z, ammelta le derivate di tutti gli
ordini. Inoltre che in futto l'intervallo sia la fun-
zione che le sue derivate siano sempre finite. Que-
sta condizione ci si presenta come necessaria per
lo speciale metodo di dimostrazione che abbiamo
tenuto, perché in fondo il teorema del valor medio.
sia semplice, sia generalizzato, lo abbiamo fatto
dipendere dal teorema di RoLLE il quale non puo
piu applicarsi quando la funzione diventa infinita
nell'intervallo (v. Cap. II, § 4).

Supposto che la funzione e le sue derivate di
indice finito sieno sempre finite nell'intervallo, pos-
sono accadere questi casi: o che il limite della
derivata nma per n =oo sia infinito per uno o piu

_ punti dell'intervallo, ovvero che f» (x) per qualun-
que z dell’intervallo e per qualungue n s\ Yosn-
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tenga sempre inferiore in valore assoluto ad un
numero finito A. Dimostriamo che se si verifica
quest’'ultimo caso la funzione é soiluppabile se-
condo la formola di TAYLOR; cioé certamente il
limite di Rs é zero. Consideriamo infatti 1’espres-
sione di LAGRANGE

Rn=%(f" (To +0h)

e osserviamo che qualunque sia il valore ignoto
di o, la f» é sempre minore di A in valore asso-
luto, onde

h»
| Rn |<m’A-
Ma .
. hn
lim —=0 (v. Cap. I, § 11),
n=o 1. :

dunque il limite di Rx é zero.

Nell'altro caso dobbiamo ricercare se il limite
di Rs & zero. Ora Rn dipende dalla quantita 6 su
cui noi non possiamo dire altro se non che é un
numero compreso fra 0 e 1; il suo valore non lo
conosciamo in funzione di tutte le quantita da cui
esso dipende. In generale quindi non si presenta
agevole il riconoscere se la funzione pud6 svilup-
parsi in serie di TAYLOR.

L’idea che viene allora sponlanea é di trasfor-
marve il criterio limR, =0 in un altro che sia
indipendente dalla conoscenza del valore di 6. Que-
sto passo é stato fatto dal signor PRINGSHEIM.
Egli ha trovato che la condizione necessaria e
sufflciente per la sviluppabilitda della funzione in
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serie di TAYLOR in tutto un intorno da xo a &o + k
€ che il resto sotto la forma di CAUCHY cioé

/La_i_f.. (o +°h)

Rn =

considerato come funzione delle due variabili h e
8 sia convergente a zero in ugual grado; cioé che,
dato ¢ piccolo a piacere, si possa sempre trovare
un indice m in modo che per ogni n>m, Ra sia
minore di ¢ qualunque sia il valoredi 86 compreso
fra 0 e 1, e qualunque sia il valore di A minore
di k. Questo teorema ¢ molto interessante, ma la
sua dimostrazione ci porterebbe troppo lontano
dal piano propostoci in queste lezioni. Per chi de-
siderasse maggiori particolari rimandiamo alla
estesa trattazione fattane nei num. 83 e seguenti
‘delle citate mie: Note eritiche di Caleolo mfmte-
simale, Milano 1895. _

Solo vogliamo osservare che con questo teorema
ci appare sotto nuova luce la condizione da noi.
posta che cioé la funzione e tutte le sue derivate
di indice finito debbano. essere finite in qualunque
punto dell’intervallo, condizione che eravamo stati
costretti a porre per la necessita del metodo di
dimostrazione, come a suo tempo abbiamo osser-
vato (v. p. 159).

Ora quella condizione ci appare come assoluta-
mente necessaria per la sussistensza della formola
di TAYLOR. Perché se in un punto qualunque del-
I'intervallo fosse infinita la derivata mme della fun-
zione, supposto che in tutto I'intervallo esistano
le derivate di qualunque ordine della funzione, e
quindi che esse sieno continue, \nie e devinale

Pascar, Calcolo infinitesimale, 1. n
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di ordine maggiore di m dovranno anche essere
infinite in quel punto. In tal caso dato s, e ponendo
in R, per 8 quello speciale valore, corrispondente
al punto in cui fm diventa infinita, per un qua-
lunque n>>m, R, non sarda minore di ¢, e quindi
non é applicabile la formola di TAYLOR.

Possiamo dare una forma pil caratteristica alla
formola di TAYLOR, ponendo o + A =, donde
h=x —a,; allora si ha

S@=f@o)t+@—zo)f @)+

che rappresenta una serie ordinata secondo le po-
tenze di (x — x.). Se questo soiluppo di f(x) vale
per un certo valore di x, rappresenterd, per le
cose dette, il valore della funzione in ogni aliro x
compreso fra il primitivo e x,; 8i pud in certo.
modo dire che allora in tutto un intervallo la
funzione resta espressa come un polinomio in x
di grado infinito.

(2— aco)

7 S @)t

Colla formola di TAYLOR noi abbiamo lo sviluppo
di una funzione in serie secondo le potenze ascen-
denti intere della variabile, sviluppo valido in un
certo campo. '

Ora é utile far vedere che non esiste un altro
sviluppo simile della funzione e che sia diverso da
quello che risulta dalla formola di TAYLOR e va-
lido nel medesimo campo.

Se infalti si suppone che nello stesso campo la
funzione sia sviluppabile nella serie

S @ =40+ Az Ay &
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si puo6-dimostrare che i coefficienti -di questa serie
sono ‘quelli stessi che compaiono nella serie di
TAYLOR.

11 campo di validita di ambo le serie di po-
tenze sara un certo campo attorno il punto zero,
(v. Cap. I, § 7).

Poniamo quindi # =10, e abbiamo che il coeffi-
ciente Ao, non é altro che il valore della funzione
nel punto zero, cioé

Ao = f(0).

Formiamo ora la derivata della funzione data.
Essendo essa sviluppata in una serie di potenze
si sa (v. Cap, II, § 2) che si puo applicare la de-
rivazione per serie; si ha percio

ff@=A+242+4...
e per =20 si ha
A =1"(0).

Cosi continuando, resta dimostrato il nostro as-
sunto.

In quanto alle serie di TayLor per le funzioni
di piu variabili non ci resta, appoggiandosi sulle
cose dette nel § precedente che ripetere, con con-
venienti e facili modificazioni, le medesime con-
siderazioni generali fatte per le funzioni di una
sola variabile; ecco perché ci sembra inutile spen-
dervi su altre parole.

§ 3. Applicazione della formola di Taylor-Maclan-
rin. — La formola di TAYLOR-MACLAURIN QOO Q-
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plicarsi allo sviluppo in serie delle prmclpah fun-
zioni che si presentano nell’Analisi.

1. Se lo sviluppo di TAyLoR si applica ad una
funzione razionale intera, evidentemente, essendo
tutte zero le derivate di ordine superiore ad n sen
é il grado della funzione, non si potra avere uno
sviluppo con un numero indefinito, di termini, ma
si otterranno al massimo n-41 termini, cioé si
avra un polinomio di grado n ordinato secondo le
potenze di z, se lo sviluppo si riferisce al punto 2=0.

Se poi si applica lo sviluppo riferendolo ad un
punto x=a qualunque, allora si ha anche, per le
stesse ragioni, un numero finito di termini, ma si
ha uno sviluppo della funzione ordinato secondo
le potenze intere positive di (z — a).

Il primo termine di un tale sviluppo & f (a) e
quindi si ha

S@)=f(a)+ix—a)Q

chiamando Q I'assieme di tulti i termini, in numero
finitn, che moltiplicano (= — a).

Di qui si deduce il teorema noto di Algebra che:
dividendo un polinomio f (x) per il binomio x—a
il resto della divisione ¢ f (a).

2. Se lo sviluppo di TAYLOR si applica ad una
funzione algebrica della forma

Se) = (1 4 apm

dove m é una quantita positiva o negativa, razio-
nale o irrazionale, si ottiene uno sviluppo in serie
di questa funzione che coincide collo sviluppo che
si otterrebbe applicando la formola del binomio
di NEwtox. Si ha la cosidetta serie binomiale.

|
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Applichiamo lo sviluppo di Tayror riferendolo
al punto x=0. Essendo

'@ =mtamt,
fr@=m.(m—1)...0n—n+ 1) (1 F-am-n
si ha
SO =1,f'0)=m,...f»r 0)=m@m—1)...(m—n-41)
ed inoltre Ra sotto la forma di CAucHY é:

an (1 —o;m—1
(n—1)!

Cominciamo col considerare la espressione

Ry = m.(m-1)...(m - n+41)(1 4-0x)ym—n

u”=m.m—i m—n+1 .
n—1! .

Questa pud considerarsi come il termine gene-
rale di una serie i cui termini si otterrebbero fa-
cendo variare l'indice n. Una ta] serie é conver-
gente per qualunque m se x & minore di 1 in valore
assoluto, perché in essa il rapportodi un termine
al precedente é

m-—n
n

x

che per n = tende ad x<<1; di qui deduciamo
che, se | x| <1, il limite di un é zero.

Se poi é x==x1 allora si pud far vedere che,
8e m é positivo, la espressione un tende anche a
zero. )

Infatti in tal caso,a meno del segno, la us puod
scriversi

/%/ZM(i—% (1—%\...&\— nm_
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Immaginiamo che il primo numero intero posi-
tivo maggiore di m sia r. Allora la us puo-scri-
versi

m('l—?)...(l—;—%)(i—?):..(l—nrf_l)

dove tutti i fattori a cominciare da (1 ———?)inpoi,

sono tutti minori di 1 (se m é positivo) e quindi
il loro prodotto sara minore di 1 anche per n = .
Dunque il limite di u» non pud essere maggiore
della quantita finita

m m
m(1-—T)...(i——'_—:—1- .

Possiamo dimostrare che tende a zero; infatti
possiamo scrivere

m?
fm_ ot 1
r m o m
I+ 14

quindi

(=) -7,
D) ()

Ma
(r+7 "'(1+nml)\/’2}+r+1+ A+t

/m(1 r_\_\_\_...—\— - \\
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e la espressione in parentesi per n=oc tende a
infinito, come 'si sa dall’Algebra, dunque

.(1_%)...(1— )

tende a zero.

. . P . u
Consideriamo ora similmente il rapporto _;___

i Esso evidentemente tende a zero in tutti i casi
| gia considerati. Dico che tende anche a zero se
z==%1e m-1 é positiwo. Infatti in tal caso esso
puo scriversi

:i:—--—m(l m+l)< ﬂ—:f—l)(l —%—l)

e ripetendo su questa espressione il ragionamento
fatto sopra, si ricava appunto che se m 41 e po-
sitivo, essa tende a zero. '

- Cio premesso, scriviamo Ry sotto la forma

(| + 8 zym—1 (11 = e';)"—‘ it

e osserviamo che, per |« | =1,

1 —0\n-1
(‘l—{-o.‘c)

non pud crescere indefinitivamente perché il de-
nominatore non é mai minore del numeratore.

Giovandoci quindi dei risultati ottenuti per un,
possiamo dire che Ry tende a zero, se m ¢ qua-
lunque positivo o negativo, e x ¢ in valore asso-
luto minore di 1, ovoero m é positivo e & ==L A,

Concludiamo percio che in questi easi \o 3o
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luppo di TAYLOR
A+ o =14 (m)z+(m)ya*+...;

¢é valido. 11 secondo membro di questa formola é
la cosiddetta serie binomiale. .

Per considerare un altrq caso in .cui la serie
binomiale converge, consideriamo I'altra forma.del
resto (la forma di LAGRANGE),

‘”",m.(ni—i)...(r};—n+1)(1+9:c)-u—»

n

Rn =
= _1- ] (] + 6. x) m—n
in 1’) .

Se xz ¢ equale a +1, e m+1 é positivo, evidente-
mente, per le cose dette, questo R« converge a zero,
perché (1 4-0) in tal caso ¢ maggiore dell'unita,
e l:l—" converge a zero. Dunque un altro caso in
cui lo sviluppo di TAYLOR applicato alla funzione
(1 + a)m é valido, e quindi in cui é convergente la
serie binomiale, si ha quando x=-1,e m 41 ¢é po-
sitivo.

Si hanno cosi tutti i casi nei quali la serie bi-
nomiale é convergente.

3. Passiamo ora alla serie esponenziale. Si ab-
bia la funzione ez. Tutte le derivate di questa
funzione sono rappresentate dalla funzione stessa,
e per « =0 si riducono ad 1. Il resto é dato da
(sotto la forma di LAGRANGE)

— ez
n!

¢k~ ~onverge a zero per qualunque valore diQ e
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di @, perché e%=é sempre finito per « finito. Onde
per qualunque valore di x si‘ha la serie

. x  x®
e2=1+—1—!+ﬁ+.

che é la serie esponenziale da noi gia studiata
(v. Cap. I,§ 11).
Se si tratti di
f@)=a=,
potendo allora scrivere
ar — exloga
st ha

zloga | z®log?a
11

.a$='1+ + 2!

4. Si vogliano sviluppare in serie le funzioni
seno e coseno. Le derivale successive sono, come
sappiamo, rappresentate sempre dalle stesse fun-
zioni seno o coseno, le quali restano sempre finite,
e in valore assoluto non possono superare il va-
lore 1.

Per un teorema del § precedente (v. pag. 160)
possiamo allora dire che sara senz'altro applica-
bile lo sviluppo di TAyLOR.

Per la funzione sero, avendosi per espressione
delle derivate successive

cos®, —senx, —COSa, Senx, COS ...
che per # =0 hanno rispettivamente i valori

1, 0, — 1, 0, 41,...
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si ha lo sviluppo in serie
x| xs

senx =2 — d'+4'
e per la funzione coseno si ha

. @ ot
GOS$=1—'§+'4—!—...;

queste serie si chiamano le serie goniometriche.
5. Si consideri ora la funzione
f (@) = log (1 4 ).

Le derivale successive di questa funzione sono

, 1

S @)= +T?—_a:

o 1

S = T aFE
(n 1)

f” (Z) _(— l)n— (l + 'r),'

Il resto Rn avra per espress:one (sotto la forma
di CaucHY) .
xn (1 —opp—1 (n—1)!

(n—1)! (l—|—0w)"

== (— -1 i +"9:c (11‘:9:)

E facile riconoscere che per ogni [« |-~Z1 que-
sla espressione converge a zero per n = o, percheé

(— -t

1 — 6 \ni1 .
(-—) non pud, come sopra, crescere oltre

14 6

Lo 1 . .
ogni limile, m , per un determinalo «, minoresd
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1 in valore assoluto, si manterra sempre non mag-
giore di 1se «é positivo,e non maggiore di =77’
se x é negativo, e d'altra parte per |x| <1,
a» tende a zero.

Se poi @ =+ |, ricorrendo alla forma del resto
di LAGRANGE, che é per il caso nostro:

. 1 1
Rn =(_ l)" 1 z‘ . (l'—l—e‘z)_ny
e, quindi per x =-1:
1 1
Bu ===t 2 i

appare immediatamente la sua convergenza a zero,

1 . .
non potendo ;———crescere indefinitivamente qua-

Ao
lunque sia il variare di 6, compreso fra 0 e 1.
Invece per x=—1 non si pué dimostrare la

convergenza a zero del resto.

Dunque lo soiluppo di TAYLOR sard applicabile
alla funzione logaritmica log (14 ) in tutto un
eampo attorno il punto zero esteso dal punto — 1
al punto 41 escluso peré U'estremo inferiore del
campo. Del resto in tal punto z = — 1, la funzione
- stessa diventa infinita.

La serie cosi ottenuta

xt x> xt
log(l-}-x):a:—-z—{——:{—— 4——{—...

si dice serie logaritmica.
Per # =1 si ha la cosidetla serie armonica

1,1 1
Ing:’l—T)—\-—.&——’*'\-..-
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Mutando il segno ad « si ha
log(i—z)z—z—_?—?—...

donde

142

1—2
=2(z+§+£5-5+...).

log(1 4+ &) — log (Il — x) =log

6. Consideriamo ora lo sviluppo della funzione
arc tg x; la serie che si ottiene si chiama serie
ciclometrica. ‘

Formiamo prima di tutto 'espressione generale
della derivata nma della funzione
Y =f(x) =arclga.
La prima derivata é
f'(x ——1-——0092 —co$ sen( +1)
. )= == " ¥y= y yT5)-
La seconda derivata é eguale a
r"(x) =y [— sen y sen (y +—})—|—cosycos(y +%)]
= y'cos(:’. y+ —’;—) =(cos y)*sen 2 (y -+ %)

'Analogamente si troverebbe per la terza deri-
vala

S (@) =2 (cos y® s’en%@ A %\



in generale

S (@)= (n—1)!(cos y) sen n (y +-%

== l)' ~sen n(al‘c tg 2 4 )
a +$2)2

Potremmo ottenere invece una espressione tutta
Jdgebrica.in «, e libera dalle funzioni trascendenti ;
na allora si avrebbe una formola nella quale non
é facile riconoscere la legge generale di forma-
zione.

Per 2 =0, arectgx =0 e quindi

S ()=0 (se n é pari)

n—1
Sfr@=(—1 (n —1)! (se n é dispari).
La espressione di Ra é (sotto forma di LAGRANGE)
Rn =——ﬂ——nsen n(arc lgox 4 :)
n(l o2z ?

L'ultimo fattore essendo un seno é sempre in
valore assoluto non maggiore di 1, per qualunque
valore di 8; e il fattore

2
[l + o2 x? '
non puo, per ogni «®= 1, superare il valore 1, pe:

qualunque 6 compreso fra 0 e 1, e qualunque n.
H resto Rn tendera dunque a zero per n=c¢

k]

perché’a zero lende il fattore %, e 1o |NRRe



g “aa. . 3 L Firngic & Taplor.

TavLor sara: snnvwergent: n un campo di var

hita firehe § 2semie ia z——1 im0 a r =
Sé slliene =08 & e
m:ttx:i—f-f-':—--.
= 4 3 -3

Poniamo r =1 ¢ s Ra

4
=t — =1

t— 3+

colla qual serie si potrebbe ealcolare il vs
i d=; questa serie é perd troppo poco rapidam
convergente. ¢ per avere un valore assai app
simato della sua somma bisognerebbe calcol
moltissimi termini. Si possono invece trovare :
serie per calcolare assai pia facilmente il valo
=, che é, come 3i sa, == 3.141592653. .. ....

Wl
i -



CAPITOLO 1V.

Studio dei diversi modi di variare di una funzione
nelle vicinangze di un punto.

§ 1. Funsgioni crescenti e funzioni decrescentiin un
punto. — La considerazione delle derivate di una
funzione in un punto sj presta per studiare il com-
portarsi della funzione in un punto, cioé le rela-
zioni di grandezze che hanno fra loro i diversi
valori della funzione nelle vicinanze di un punto.

Una prima considerazione che ci si presenta &
la seguente: Consideriamo il valore della funzione
in un punto @o,f (@0 ), e i valori che la stessa fun-
zione acquista in due punti prossimi al punto o ,
I'uno a sinistra e l'aliro a destra; cioé nei punti
%o — h, 2o 4 h, dove h sia arbitrariamente piccolo.

Pué accadere che f(xo — h) sia minore di f (@, ),
il quale a sua volta sia minore di f(xo - &), e che
‘queste relazione di disuguaglianza si conservino
comunque impiccolendo la quantita A. In tal caso
sidira che lafunzione cresce quando cresce la va-
riabile, cioé che nel punto x, la funzione é cre-
scente.

Esprimendoci in formole, diremo che \a thazone
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é crescente quando esiste. un & tale che per
e per ogni allro & minore, si hanno contem,|
neamente le due disuguaglianze:

f@o—h)—f(@o) <0
S (@ +h)—f(@)>0

e diremo invece che la funzione é decres
quando sussistono le altre disuguaglianze

{ S (@0 — h)—f(2o)>0
| f@o+h) —f (2 )<0"

Cerchiamo ora di trasformare questi crit
altri che siano indipendenti dalla quantita 4
vidiamo la prima delle (1) per — A e la sec
per + A, e il criterio(1)si puo allora evidenter
trasformare in quest’altro: ehe il rapporto

J (@ £ h) —f(20)
*+h

@

2

deve avere sempre un ovalore positivo qualu
sia il segno di h, e per quanto piccolo sia
comineiare da un certo valore di h in poi.
Facendo convergere quindi 4 a zero, poic
limite di quel rapporto é la derivata a destr:
sinistra nel punto «,, e poiché il limite di
quantita che si conserva sempre positiva, no
essere negaivo, si vede che: perché la fun
sia crescente nel punto wx, ¢ necessario cl
prima sua derivata non abbia un valore neg
in r=a0, e: perché la funzione sia decres
nel punto o, ¢ necessario che la sua prima der
non abbia un valore positivo nel punto «:=:
Possiamo anche dire: se la derivata & pe
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a funzione. é crescente; se la derivata é negativa
a funzione é decrescente.

Se si tratti di una - funzione che ammetta una
‘appresentazione geometrica mediante un ramo di
surva é facile vedere che 81gn1ﬁcalo ha la condi-
sione trovata. o

Chiamiamo direzione positiva della tangente ad
una curva quella nella quale vogliamo intendere
che la curva resti percorsa da un punto mobile
su di essa; e intendiamo poi che il ramo di curva
si percorra nel senso nel quale crescono positiva-
mente le ascisse dei suni vari punti.

Cio fissato, & facile vedere che, se nel punto
%, la tangente non é parallela all'asse delle x, cioé
se escludiamo il caso in cui la derivata in @, sia
zero, I'ordinata della curva sara crescente in o , 0,
come si dice, il ramo della curva sara ascendente,
se la direzione positiva della tangente fa colla di-
rezione positiva dell’asse di @, un angolo acuto, e
il ramo della curva sara invece discendente se la
direzione positiva della tangente fa un angolo ot-
tuso colla direzione positiva dell'asse di- «.

- Resta ora ad esaminare il caso in cui la deri-
vata prima della funzione sia zero nel punto o .

- Supponiamo che si tratti di una funzione per la
quale esistano e sieno finite le derivate. sino ad
un certo ordine n. Applicando la formola del valor
medio (v. Cap. 111, § 1) alla differenza

' f(x‘o+h)—f(-’1/'o),
possiamo scrivere, supposto che sia f’ (%o ) =0,

L S@t D @)= @ o,

Pascar, Calcolo infinitesimale, 1. R
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¢ perché la funzione sia crescente o decrescente
é necessario che il primo membro cambii di segno
col mutare il segno di 2, e quindi, poiché A? ha
segno costante, 8 necessario che (2o -+ 9 h) muti
segno col mutare il segno di h, e percio, essendo
per ipotesi f’(x) una funzione continua (perché
abbiamo supposto che esistano f” (z), f1v (), ecc.)
é necessario che f” (x) sia zero nel punto xo, . Se
questo non si verifica non sara possibile che la
funzione sia crescente o decrescente in o .

Per porci allora da un punto di vista generale
immaginiamo che in . sieno .zero la prima, la
seconda,.... la n-1ma derivata e la nma sia diversa
da zero. Colla solita formola possiamo scrivere

Pt ) —f o) = o o 0 )

e fn (w0 + 0h) non cambia segno col mutare il se-
gno di h (h essendo una quantitd arbitrariamente
piccola) altrimenti f» dovrebbe essere zero in o,
contro I'ipotesi. Se quindi n & pari, il secondo
membro, e percio anche il primo, non pu6é mutar
segno col mutare il segno di A e percio la tun--
zione nel punto x, non sara né crescente, né de-
crescente. :

Se invece n é dispari, allora /» muta segno col
mutare quello di A, e la funzione sara crescente
o decrescente.

Se fn (w0 ) € diverso da zero ed ép. es., positivo,
supposto che fr sia una funzione continua, si potra:
sempre trovare un 2 cosi piccolo che f» (2o == 6 h)
sia sempre positivo; percid passando h ds\ segmo
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négélivo al positivo, la differenza
' S @o + k) — f (20 )

passa anche dal segno negativo al positivo, ed
hanno luogo le disuguaglianze (1), cioé la funzione
é crescente. Viceversa se f» (2o ) é negativa, allora
la funzione & decrescente.

“Raccogliendo cosi i risultati ottenuti possiamo
dire: sia n Uordine della prima delle derivate che
non é zero nel punio xe ; 8€ n é un numero pari
la funzione non ¢ né crescente né decrescente ;
se tnovece n € dispari la funszione é crescente se
fn (20 ) é positivo ed ¢ decrescente se fn(xo) ha

‘un calore negativo..

Resta ora naturalmente a considerare a parte
il caso in cui la funzione non é né crescente, né
decrescente nel punto ao . Cié sara fatto nel para-

- grafo seguente.

- ..

§ 2. Massimi e minimi delle funzioni di una sola
variabile. — Se una funzione f(x) in un punto
o & tale che

S @o +h) — f (@)

per un certo A e per ogni altro minore, ha un se-
gno fisso, cioé o sempre positivo, o sempre nega-
livo, qualunque sia il segno di A, noi diremo che
la f in possiede un minimo o un massimo ri-
spetuvamente.

E facile vedere che una condizione necessaria
perché ci6 accada é che la prima derivata della
funzione sia zero in o .

Infatti i due rapporti incrementali

Sl =R —f@i)  flro Ry —f o
—/l 9 _\_ IL b}




180 Cap. 1V. § 2. Massimi e minimi.

per le ipotesi fatte, saranno sempre di segno con-
trario per qualunque valore di #; ma i loro limili
devono essere eguali perché devono rappresentare
la derivata della funzione nel punto o, dunque
tali limiti non potranno che essere zero.

Ricaviamo percio, prima di tulto, che condizione
necessaria perché la funzione in xo abbia un mas
8imo o un minimo é che la prima derivata sia
zero. '

Per stabilire ora la teoria da un punto di vista
generale supponiamo, come nel paragrafo prece-
dente, che sia

S @) =f" @o)=...=fr—1(20) =0

e che sia f» (x) la prima delle derivate che non
si annulli in @, . ;

Se n ¢ un numero dispari, allora sappiamo dul
paragrafo precedente che la funzione é o crescente
o decrescente, il che porta che la differenza

S (@o £ h)—f(x0)

non ha un segno fisso indipendente dal segno di
h, e quindi allora evidentemente non ci potra es-
sere né un massimo né un minimo.

Se invece n é un numero pari, allora dal para-
grafo precedente sappiamo che la funzione non ¢
né crescente né decrescente.

Applicando al solilo la formola del valor medio
arrestata alla derivata nme, si ha

S(@o £ h)— f(xo)= %f“}mo +ahy,

~

M
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e potendo trovare un k cosi piccolo che
S (@o =0 h)

sia sempre di segno fisso e propriamente del me-
desimo segno di f»(xo), ed essendo h» sempre
positivo per n pari, si ha che il primo membro
avra segno fisso e quindi c¢i troviamo nel caso di
un massimo o di un minimo; propriamente se
J" (@s) é negalivo, sara costantemente negativo
anche il primo membro, e si avra un massimo, e
si avra un minimo invece se fn (xo ) é positivo.

Abbiamo dunque per risultato:

Se Uordine n della prima delle derivate che in
X0 € diversa da zero, ¢ un numero pari, alloru,
e allora solo, in xo la funzione aord un massimo
0 un minimo, e propriamente avrd¢ un massimo
se frn(xo) ha segno negativo, e avrd un minimo
se fn (xo) ha segno positivo.

Per un punto di massimo o minimo dunque cer-
tamente la prima derivata della funzione deve es-
sere zero, come abbiamo sopra dimostrato diret-
tamente.

Se quindi noi vogliamo trovare i punti in cui
una data funzione é massima o winima, bastera
che eguagliamo a zero la prima derivata, e fra
le radici della prima derivata certamente saranno
compresi tutti i punti di cui si parla; per modo
che quelle fra le radici che non annullano la se-
conda derivata,oppure in generale, che, annullando
la seconda derivata, annullano anche le derivate
seguenti, sino ad una di ordine dispari, sono quelle
corrispondenti ai massimi e minimi. :
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Passiamo ora ad alcune applicazioni.
Si voglia ricercare un punto i cui la funszione

sia massima o minima.
La derivata prima di tale funzicne é (%)

S =a= (logaw+41)
e la derivata seconda é-
S =a* (log x4 1)® 4 az—1

La espressione 2z non si annulla per alcun va-
lore finito di . Le radici di f’ sono dunque date da

logz+1=0 cioé loge=—1 cioé w=—:- '

Per tal valore la seconda derivata acquista un
valore positivo. Dunque questo valore di # corri-
sponde ad un minimo della funzione.

.

Si voglia dividere un numero n in due parti
tali che il prodotto di tali parti sia un massimo.

Se chiamiamo « una delle parti, 1'altra parte

(Y Questa derivata si pud fare col teorema delle funzioni
composte.

Consideriamo la funzione composta f(x) =9 (2)7(zx)=y,¥2 La
sua derivata ¢é

of dyy  7f dyy_ =14y 9, dys _
— - =Yy g TYr logy =
L s@—1dy | (@) dy
= (@%@ Fr + 7 (2 log 2 (z) e

Per ¢ (z) =z, e % (z) = = si ha la formola Ae\ \esto.
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-sara n — x, e il prodotto
Sf=x(n—ux

‘deve essere un massimo.
La prima derivata é:

f'=n—2uw

e la seconda derivata é

"9

I1 punto « che annulla la prima derivata é

PR
2

e poiché la seconda derivata é diversa da zero

ed é negativa, possiamo dedurre che tale x trovato

corrisponde effettivamenle ad un punto di massimo

della funzione.

Dunque per risolvere il problema proposto bi-
sogna dividere per meta il numero n.

§ 3. Massimi e minimi delle funzioni di pia va-
riabili. — Nel caso delle funzioni di piu variabili
possiamo definire il punto di massimo o di minimo
in modo analogo a quello tenuto per le funzioni
di una variabile.

Diremo che la f(xy,&;...2n) & massima o mi-
nima nel punto

a; Qy...0n
quando esistono delle quantita i, h,...As tali per
esse e per ogni altro sistema di quantitd ad esse

rispettivamente minori, si abbia sempre che la
differenza

,f(a[ +/2‘ 9 a2+/12,- «.qn + hn)—fk().\(l..,_. ..O.n\
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sia di segno costante qualunque sieno i segni dell¢
quantita A,

Supponiamo che le successive derivate della fun
zione sieno nulle, sino a quelle- di ordine m-1; ¢
che quelle di ordine m sieno le prime che nor
sieno tulte zero nel punto (a, ay...an ).

Sviluppiamo la differenza: .

‘f(ar*‘hu Usthg .oosan +hn)—flaias...an)

colla formola generalizzata del valor medio, arre-
standoci ai termiri contenenti le derivate mme, Si
ha, (v. Cap. III, § 1)

S@y by s+ Py, .. an+hs) —f@1as...an)=

__”ﬁ((fxf/;,-;- ....... ,...+g ..)) (@)
Fi=ay40,uhy

Tg=Ag-TImg
dove 6m € compreso fra 0 e 1, e il simbolo che fi-
gura al secondo membro ha un significato" da noi
gia conosciuto.

[ coefficienti dell'espressmne del secondo mem-
bro variano al variare delle 2, e tendono ai va-
lori delle derivate mme della funzione nel punto
(a,a;...an) col tendere a zero di Ay by ouyhn.

Consideriamo-1'altra espressione

(e R ) I

Ly=0
Te==dy

che, sviluppata, € una funzione razionale intera
omogenea nelle h, 0, come s\ dice, woa forme. &
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grado m. Essa puo essere di tre specie diverse,
cioé:

1o, Puo essere tale che, in qualunque modo si
variino le A, il segno della forma sia sempre il
medesimo, e che inoltre essa non sia zero che per
hy=hy=...=ha =90 (si badi che le 2 devono
avere solo valori reali). In tal caso essa si chiama
una forma definita. .

2% Puo poi aceadere che il suo segno sia bensi
costante, ma che essa possa diventare zero anche
per altri valori delle.# che non sieno i soprase-
gnati; allora si ha una forma detta semidefinita.

3.° E puo finalmente accadere che essa non sia
di segno fisso, e allora si ha una forma indefinita.

Il teorema che vogliamo ora dimostrare é questo:

Perché si abbia un massimo od un minimo per
la funsione data, é necessario che la (b) non sia
una forma indefinita.

Infatti poniamo h,=tk,,....hn =tkn ove { sia
Positivo.

I1 secondo membro di (a) diventa:

1 of af
m'tm((ax ky —|- .......... Cil.'n Fen ))I I

Col tendere di ¢ a zero, il limite del terzo fat-
tore di questa espressione (salvo il cangiamento
formale delle & nelle ) non é altro che la forma
(b). Se dunque la (b) potesse diventare positiva o
Negativa a seconda dei valori delle A, il terzo fat-
tore dell'ultima formola, dovendo per ¢ =0 tendere
a limiti di segno contrario, non potrebbe mante-
Rere segno fisso col variare delle h, & Qo™
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neanche il primo membro di (a) polrebbe conser-
vare segno costante. :

Ma si pué dimostrare qualche cosa di piu:

Se (b) é una forma definita, allora vi sard cer-
tamente un massimo od un minimo della fun-
zione. .

Infatli in tal caso, fissato un sistema.di valf:
di A, facendo tendere ¢ a zero, la (¢) tende ad npa
quantita di segno fisso e diversa da zero; quindi
potra sempre trovarsi un tale ¢, che, per esso ¢ {4
per i valori ad esso minori. I'espressione (¢), ¢
quindi il secondo membro di (a) sia sempre dello
stesso segno, e sia zero solo per t=0. Cié basta
per concludere che la funzione ha un massimo od
un minimo.

E evidente che se m ¢ dispari, la forma (b) ¢
indefinita.

Infatti in tal caso cambiando i segni a tutte le
/i, la forma muta di segno, perché ogni termine
contenendo m fatlori i, mutera di segno. !

Di qui si ha che perché si abbia un massimo o |
minimo ¢ necessario che il numero m sia pari.

E inoltre: perché si abbia in un punto un mas-
simo o minimo, tutte le derivate parziali di 1° or-
dine devono essere zero in quel punto, ovvero dere
essere zero il differenziale totale della funzione.

Da quanto si é detto risulta che se la forma ()
é definita vi ¢ un massimo o minimo, e se essa ¢
invece indefinita, non vi ¢ un massimo o minimo.
Si presenta ora spontanea la domanda: che cosa
accade quando la forma (b) & semidefinita? Lu
risposta ¢ che potra accadere in certi casi 1'una
cosa, ¢ in certi altri l'altra; nei num. 102 e seg.

"
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delle citate mie Note eritiche di Caleolo infinitesi-
male é discussa la questione con parecchi esempii
notevoli.

Dai tev.emi precedenti risulta che la ricerca

. massimi e minimi per le funzioni di piu va-
mabili si riduce alla ricerca delle condizioni per-
ché una certa forma di grado m, a coefticienti
assegnati, sia definita o no. 1l primo caso che si
presenta é quello in cui si tratti di due sole va-
riabili, e il grado della forma sia 2, cioé la forma
sia quadratica; trattiamo percio di questo caso.

Si abbia la forma quadratica

Ah2+42Bh hy+ Chy?

dove A, B, C sono dei coefficienti qualunque, e
ricerchiamo le condizioni necessarie e sufficienti
perché essa sia definita.
Se poi si tratti dell'applicazione alla teoria dei
massimi e minimi, i coefficienti A, B, C, avranno
. naluralmente i valori:

(B
A=(F5), e

:t..,:u,
~e
2f
B (
b} £y c a: /‘_.a|
To=dly
e f
C=(— 3
&, Xy =a,
x9=d,

Se la forma quadratica deve essere definila
positiva, evidentemente A e C debbono essere Qo=



188 Cap. IV. § 3. Massimi e minimi.

sitivi perché ponendo in particolare hy =0 ow
h,=0, la forma diventa rispettivamente A A2,
vero Chy® che devono essere delle quantita
sitive. ‘

Scriviamo ora la forma quadratica nel segu
modo

-:I-((A hy+ B hy)?*4-(A C— BY hz’)-

Si vede di qui che
AC—B?

deve essere positivo, perché, potendo scegliereh
in modo qualunque, se li scegliamo in mani
che sia .

Ahy Bhy=0,

e AC— B? fosse negativo, tutta la forma per
valori di A, h,, avrebbe un valore negativo.

D'altra parte se A C— B? ¢ positivo, si v
immediatamente che per qualunque valore re
di A, Ay, la forma ha sempre il valore positivo

Se la forma deve invece avere un valore ne
tivo qualunque sieno i valori di A, Ay, cogli st
ragionamenti, si trova che A e C debbono ess
"negativi, e A C— B? deve essere positivo; dum
possiamo dire che perché la forma quadratica
definita deve sempre essere

AC—Bt>0,
e, soddisfatta tale condizione. se poi A é. posil

la forma é positiva, e se A é negativa, la form
negativa.
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bene notare che, colla condizione posta, AeC
»no essere necessariamente dello stesso segno,
imenti A C— B® sarebbe negativo.

a quanto si é detto si pud anche dedurre che se

AC— B

:gativo, la forma non é di segno costante cioé
1a forma indeflnita.

alla teoria delle equazioni di 2°¢ grado si sa
A C— B? e il cosiddetto diseriminante dell’e-
zione

A3242Bz4+C=0

1e le radici di tale equazione sono reali o im-
sinarie secondoché A C— B* é negativo .0 po-
0.

ra la nostra forma quadratica puo scriversi

(s rea (i) )

secondo fattore é proprio il primo membro
(uell'equazione di 2 grado quando vi si pone
hy
o Possiamo quindi dire che la forma qua-
tica sard definita o indefinita secondoché quella
2zione quadratica ha le radici immaginarie o
.

io del resto pué dimoslrarsi anche diversa-
ite; sia infatti positiva la espressione

pe(a(f) +2a(2) )

lunque sieno i valori di hy h,; deve s\\ors essexe
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positivo il secondo fatlore, essendo il primo un qua-
drato. Se quella equazionme quadratica avesse lé

radici reali a,§, (a<ﬁ), ponendo pex' hy prlma un

valore minore di , e poi un valore maggxore di
2 ma minore di B, il polinomio acquisterebbe due
valori di segno contrario, mentre che per le nostre.
ipotesi esso deve acquistare sempre un valore di,
segno costante. Dunque le radici di quella equa-
zione devono essere immaginarie.

Nel caso che le radici sono reali, il polinomio
cambia di segno perché passa per zero ogni volta

che il rapporto % passa per il valore di una delle
2

radici.

Abbiamo esaminato i casi in cui il dlscmmmanw
¢ positivo o negativo; resta a considerare il caso
in cui quel discriminante é zero. Allura le due
radici della equazione di 2¢ grado sono reali ed
uguali, e il suo primo membro é

1
TFF (Ahl thg)

e quindi il suo segno ¢ sempre costante e dipen-
dente da quello di A. Siamo perd qui nel caso di
una forma semidefinita, giacché essa si annulla pei
valori A, e h, che non sono solamente i valori
liy =h, =0, ma son tali che - ~§.
/ g A
In questo caso non possiamo dalla teoria espo-
sta dedurre nulla in rapporto alla esistenza dei
massimi o minimi. Si potrd con profitto riscon-
trare quanto abbiamo esposto nel w. W02 e seg.
delle Note eritiche di Caleolo infinitesimale.
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Vogliamo ora risolvere un'obbiezione che si po-
rebbe fare. Si potrebbe credere che la condizione
la noi stabilita perché si abbia un massimo o
minimo, che cioé una certa forma di grado pari n
sia definita, cioé sia di segnn costante per tuifti i
sistemi di valori - delle 4, sia una condizione piu
ristretta di quella’ che occorre effettivamente per
il massimo o minimo. Perché dalla teoria dei
massimi e minimi risultava che esiste un mas-
simo o Tninimo quando quella certa forma di. grado
n ¢ di segno costante, ma per valori delle h assai
prossimi a zero, cioé quando si possa sempre tro-
vare un campo di variabilita delle A, A,.... at-
torno il punto zero, tale che per ogni sistema di’
valori delle A comprese nel campo, quella forma
abbia segno costante.

“Ora non é difficile far vedere che le due condi-
zioni si equivalgono perfettamente, cioé che, se la
forma & di segno costante per valori di 2 prossimi
al valore zero, sara di segno costante per valori
qualunque delle A anche grandissimi.

Perché, tornando alla forma quadratica di due
sole variabili, se essa é di segno costante, p. es.
positiva, per tutti i valori di A, e h, minori rispet-
tivamente di ¢; e ¢ in valore assoluto, per altri
valori di A, h, p. es., k, k, maggiori in valore as-
soluto di ¢, e s, noi possiamo sempre trovare un
numero positivo o tale che sia

ky=wh,
ky=wh,

tove h, he sieno minori in valore assoluto di ¢, e «,.
Bastera percio prendere » maggiore del maggors
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dei valori assoluti dei due rapporti
k, k.

y D
Facendo allora quelle sostituzioni, si ha
Ak24+2Bk k4 Chkt=w(AR2+2Bhh,+Chsh

e quindi, se il secondo fattore del secondo mem-
bro ¢ positivo. lo deve essere sempre auche it
primo membro.

Come esempio della teoria dei massimi e mi-
nimi scegliamo il seguente: Vogliamo determinare
il triangolo iscritto in un cerchio e che abbia lo
massima area.

Scegliamo un punto arbitrario A della circon-
ferenza come un vertice del triangolo iscritlo; la
questione si ridurra a trovare gli altri vertici.

Pel punto A conduciamo il diametro A O, e sce-
gliamo come incogniti gli angoli che due lati del
triungolo partenti da A formano con tale diame-
tro. ¢ che chiameremo rispettivamente 6 e ¢. St
per valori di tali angoli troveremo due valori d
segni contrari, vorra dire che i due lati del trian
golo partenti da A stanno da parti opposte de
diametro, e se troveremo due valori dello stess:
segno. vorra dire che i lati del triangolo massim
stanno dalla medesima parte del diametro.

L'angolo dei due lati del triangolo, ciné I'angol:
in A sara espresso in generale dalla differenz:
degli angoli 6 e ¢ che i due lati formano col dia
metro; cioé sara ¢ — q.
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Dunque Y'area del triangolo sara
Area ='71);AB.A C.sen(® — o)

d essendo .
AB=2r cosb
AC=2r cosy
love = ¢ il raggio del cerchio, si ha
Area =2 r2cosfcos ¢ sen (d —¢) =f.

Si ha dunque una funzione f delle due variabili
} e ¢ che bisognera rendere massima.
Formiamo le derivale parziali rispetto a 6 e ¢:

5{:-2rgsen0c03qsen(0-<9)+"r*cosoc03epsen(e-o)

_.2r’cos?cos(2o—-q)

0
%:—2r’cosecos(e—2q)
pf . o
W:—Iir cosesen (20 —g)
& .

F=2r sen 2 (0 — )

& f . :
a?=—-4r cosfsen(d —2¢).

Per avere i valori di 6 e ¢ che corrispondono
ad un massimo dobbiamo porre eguali a zero le
prime derivate cioé

cos¢cos (26— ¢)=0
cosbcos(d —2q)=0

Pascar, Calcolo infinitesimale, 1. »
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Ma evidentemente, per 'la natura del pro
che stiamo trattando, gli angoli 6 e ¢ non pc
essere né angoli retti né. 'multipli di angoli
quindi cos¢g e cos® non possono essere ze
percié dobbiamo porre

€08 (20— ) =0
cos(6—2¢)=0
donde ’

w

06— o

i

e

ES-%
N
()
€
Il
ol @

™ o
Vediamo che cosa diventano con tali va
seconde derivale; ricordando che
cos = =2,
essi diventano rispettivamente
—2V3rt , 4V3rt , —2V3r2

Moltiplicando il primo e ultimo termine
traendone il quadrato del secondo si ha la
tita positiva 974, e quindi ne conchiudiam:
per gli indicati valori di 6 e ¢ la funzione
effettivamente un massimo o minimo ; osser

. %4
poi chea—‘,,z ¢ negativo possiamo finalment
chiudere che si tratta di un massimo e non
minimo.
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Avendo trovato che 6 e ¢ sono eguali e di se-
no opposto ne conchiudiamo che i lati AB, AC
el triangolo sono situati da parti opposte del dia-
metro passante per A, e formano con tal diametro
angoli eguali, e I'angolo che formano fra loro é
la terza parte di due angoli retti. Il triangolo che
cosi’ si viene a formare é, come é facile vedere,
un triangolo equilatero; dunque il triangolo iseritto
nel cerchio e avente la massima area é il trian-
golo equilatero.

§ 4. Caloolo dei massimi e minimi nel caso delle
fanzioni implicite. — In questo paragrafo non do-
vremo esporre una teoria nuova, ma dovremo solo
mostrare come Ssi possano disporre opportuna-
mente i calcoli nel caso in cui la funzione sia
data sotto forma implicita.

Supponiamo in generale che sieno date m equa-
zioni fra m -4 n variabili

Si@ @y ..eny ys...ym) =0
Sn (@ Xy Xn Yy Ys.. . ym)=0.
Queste equazioni possono determinare le m va-
riabili ¥, y; ... ym in funzione delle altre variabili x.
Si vogliano calecolare i massimi o minimi di una
di queste funzioni, e naturalmente si voglia con-
durre il calcolo senza supporre prima fatta la ri-
soluzione di quelle equazioni.
_ Osserviamo che se supponessimo sostituite in
quelle equazioni in luogo delle y le loro espres-
sioni in funzione delle &, i primi membri risulte-
rebbero funzioni delle = identicamente zero per
qualunque sistema di valori delle ' quindi W\ &S-
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ferenziale ‘totale di quei primi membri delle e
zioni possiamo porlo eguale 1dent1camente az
abbiamo percio .

éf‘dwi+af‘dz,+ +”‘d bty

afm afm (’fm

Py dyi+.. +"f’"

o tia . A

Se ora la funzione y,delle vanablh XXy .. Tn
esser massima o minima, debbono essere zero
le sue derivate parziali di- 1° ordine, cioé b
coefficienti dell'espressione del dlﬂ'erenzmle t
della funzione y,.

Pertrovare la espressione dl d g, abbiam
risolvere un sistema di-m’ equazioni’ lmean
m’incognite dy,, dy;,...,d ym. ’

Abbiamo cosi:

dove '
Ofv BN
} by; ...... e
Y£= o e o s 9 e e o o]
o fm 8, fm
g Zym)

e X,... Xn sono i determinanti formati sostitus
in questo, in luogo degli elementi della prims
lonna, rispettivamente gli elementi:

?f‘ e @ per X,
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. C 2, . 2 fm ) )
oy FrN per X, _
2.f U afm
Fy-sl ERRTEED Py X,

' S_tébiléndd él‘lona le equazioni
X=0 X,=0 ... Xa=0

abbiamo in tutto, insieme colle equazioni dale, un
sistema di m 4 n equazioni, che:determinera i va-
lori di tutte le m 4 n variabili.

Se la y, puo diventare massima o minima, essa
lo dooré necessariamente diventare per uno o piu
dei sistemi di valori delle = che si sono mcavall
" in tal maniera.

Il problema che abbiamo risoluto contiene come
-caso particolare quest’altro:

Sia data una funzione y esplicitamente nelle va-

- riabili &, @,.,.2n e si supponga che fra queste va-
. rabili sussistano una o piu relazioni. Si voglia
ricercare il massimo o minimo della funzione y.

Questo problema si puo trattare come il prece-
dente supponendo che le funzioni f;f,... sieno ri-
spetlivamente della forma

y—Sfleyxy...n)=0
@@y Xy - . Xn) =0

¢iod che la prima conlenga tutte le variabili del

problema che sono y,x,, z,,...,%n, € le altre con-

lengano. solo le variabili 2@, ... xn.

‘Supposto-che queste equazxom sieno in numers
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di m, esse potranno determinare m delle varis-
bili, fra cui y, in funzione delle altre

‘n—m+1.

Vogliamo applicare questo metodo all’ esempio:
Ricercare fra tutti i triangoli che hanno il mede- -
8imo perimelro, qual’é quello che ha la massima
area.

Chiamiamo ,,x,, 25 i tre lati del triangolo; se
y é l'area del tmangolo e 2p il penmel.ro dato,
abbiamo le equazmm

VPR —Z)\p—2)(p—25) —y =0
@+ Tyt 23 —2p - =0,

che, differenziate, danno:

_Vpp—x)(p— wq) da _Ve(p—2)(p—=x) dz,

2yp—ax, 2VP.—3'2
\/pm—wn(p—re)d
— Zyg—dy=0
2Vp—a; ' V=
de,+dz,+dz, =0

Considerando come incognite in queste due equa-
zioni dy e da; e risolvendole si ha

dy= ( VP(p Zs) (P=%3) VP(p x,)(p- ""’))dz

(p—ay) (p— )
_ S\ P(p=2)(p-23) ; 1\/p(P-2)(P=) .
+( 2\/ (p—ax) +2V (p—23) )d:l:2

Seguendo la teoria sviluppata di sopra, bisognera
porre eguali a zero i coefficienti A\ dxy & dmy o
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restano cosi le equazioni

P(p =) (p-25) _\/P(P=%5)(P=%3) _\/P(P-2)(P-2)
(P — ) (p—xy) (p— )

donde

P—2y=pP—Xy=pP—Ty

e quindi

Ricaviamo quindi che il massimb trfangolo Sfra
tutti quelli che hanno il medesimo perzmetro el
trmrtgolo equilatero.



CAPITOLO V.

Alcune 'applica;ioni analitiche.

§ 1. Limite del quosiente di fungzioni. — Forme
indeterminate. — Loro risoluzione. — lmmaginiamo
una funzione composta di due altre di una varia-
bile indipendente, mediante la formola

¢ (@)

x) =+~

S @) )
e supponiamo che per & =a, le due funzioni ¢ (z)
Y (x) tendano ambedue & zero. Allora il valore
del limite di f(x) per #=a si presenta sotto la

forma —g

Una tal forma non rappresenta un valore deter-

minato; infatti al quozienteg pud assegnarsi un

qualunque valore A finilo o zero, e resta sempre
soddisfatta la proprieta del quoziente che il nu-
meratore ¢ eguale al denominatore moltiplicato
per il quoziente A, perché si ha sempre la identitéa
A.0=0 qualunque sia A:

Siamo dunque in presenza di una formao cosid —
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detta indeterminata. 11 problema che ci proponiamo
é il seguente: Cercare il limite di f(x) per x=a.

Nella ricerca di.tal limite consiste il cosid-
detto problema della risoluzione dell’ indetermi-

nazione 0
a1}

Oltre della forma -indeterminata% sene possono
presentare delle altre. Cosi le forme
il , .0 , 0% 1® [0°, w—x
sono altrettante forme indeterminate, come sa-
rebbe facile far vedere direttamente. Pero la riso-
luzione di tutte queste indeterminazioni si pud
ricondurre sempre alla risoluzione di una inde-

L .0 -
terminazione del tipo 5 come faremo vedere pia

avanti. La mdetermmazwne—(—) si puo chiamare

percio la indeterminazione fondamentale.
) Le ipotesi da cui-partiamo sono che
, lim ¢ (®)=0 e lim ¢ ()=0
. z==a - . z=a }

-La risoluzione generale del problema propostoci
é irta di difficoltd e di eccezioni; per ragioni di
brevitd noi cisoffermeremo per6 solamente su due
casi ché possono considerarsi i principali, mentre
per maggiori particolari rimandiamo ai n. 106 e seg.
delle citate: Note crztzche di Caleola znﬂmtemmate

Questi due casi sono:
1.° Le: derivate delle due funzioni eazstano nel
punto a.. : :
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2.° Le derivate delle due funzioni esistano in
un intorno di a, e le funzioni sieno continue in qa.
1.° Caso. — Poiché le derivate delle due funzioni
esistono nel punto a, é chiaro che le funzioni deb-
bono esistere non soltanto in @, ma anche in un
intorno di a, ed essere continue in a ; per conse-
guenza i limiti delle funzioni per x tendente ad g,
saranno i valori delle funzioni in a.
Intanto puod scriversi identicamente:

e@—e(@ i, 2@ —e(a)

lim?_(w_) lim X—a  a=a x—a
z=a ¥ (2 )—:c=a V(w)—q’(a) hmq’(‘”) — (@)’
z—a =y  XX—Qa

giacché, essendo per ipotesi:

limq)(w):() , lim¢(@)=0
N r=a
per effetto della contmulta delle funzioni in a, sara
anche ¢ (@)= (@) =

Di qui: :
lim 268 __ ¢ '(@)
z=a (@) (@)

Onde: se le derivate delle due funzioni esistono -
nel punto a, e non sona entrambe uguali a zero,
il limite della f(x) sard dato dal loro rapporto.

La questione pero non sara risolta se entrambe
sieno zero nel punto a. Ma se soltanto l'una o l'al-
tra é zero, e se supponiamo che essendo zero la

derivata di ¢, il rapporto incrementale z(z) non

tenda a zero cambiando infinite volte di segno,
allora il limite di f(®) risulta delerminale..
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2. Gaso. — Potremo scrivere applicando una
formola nota (v. Cap. 111, § 1):

e@ath)—¢(a) o' (af06h)
Y@at+h—d@ Y@toh)
formola che sussiste supposto che {’(x) sia sem-

pre diversa da zero in un intorno di a. Essendo
ora, per effetto della supposta continuita in a,

Ce(@=1{(a)=0,
si ha
v@4h)_¢'(at6h)
Y@a+h) Y@+oh)’

Se dunque esiste il limite del rapporto % @@ ein

' (@)
tutto un intorno di a la derivata di ¢ ¢ sempre
diversa da zero, il limite di ;4% esiste esso pure

e coincide col primo.
Conviene osservare che é ben vero che l'esistenza

del limite di ¥- (@ )col tendere di # ad a porta con

¥ (@)
sé l'esistenza del limile di %
di h a zero, ma la cosa non é reciproca. Potrebbe
esistere il limite di questo secondo rapporto e
quindi esistere lim f(x), ma non esistere quello del
r=a

col «tendere

primo, e cio in causa di 6, che potrebbe variare
in modo discontinuo, quando & varia in modo con-
tinuo, per modo che il prodotto 64 potrebbe ten-
dere a zero, (cioé a9k tendere ad ) non [RE-
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correndo un arbitrario gruppo di punti, ma uno
speciale. (Cfr. le osservazioni fatie alla fine del
Cap. 11, § 4).

Se invece esiste il limite del pnmo rapporto,
esso, per cio solo, esiste in qualunque modo ci
avviciniamo ad a, e quindi anche se ci avvicinas-
simo in quello special modo cuni per avventura ci
pud costringere la natura.del numere 6. In con-.
clusione, nelle ipotesi fatte, al limite del rapporto
delle funzioni nel punto a si pud sostituire il li-

Q-1 1 WP

mite del rapporto delle derivate nel medesimo, |

punto; se perd non esiste il limite del rapporio
delle derivate, non possiamo dire nulla sull’esi-
stenza o meno del limite del rapporto delle fun-

zioni. ) _

Un esempio di cio é il seguente:

_ o )
e@ _ TN

v@) log(l4-2)
il cui limite per £ =0 acquista la forma %
11 rapporto delle derivate é: '
’ - 2wsen1—cos—l. ‘

. x .

1
Tz
che per x==0 non tende ad alcun -limite. Scri-
vendo invece

o) -

T@ gl a” %



‘

,
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e osservando che },T:l a _!_w)_.i (v. piu sotto

pag.206)si trova lim - (@) _
z=0 $ @)

Passiamo ad alcuni esempi.

. . . senx
Si abbia la funzione e

. Per £ =0 il limite

di questo rapporto (che noi d’altra parte, sappiamo
essere 1, v. Cap. 1, § 11) si presenta sotto la forma
indeterminata 8 Vediamo come possnamo trovare
lo stesso risultato, per la via qui indicata. =
Facciamo le derivate del numeratore e del -de~
hominatore e pon poniamo nel rapporto di esse

x=0; si ha £2Z 1 ~———, che per =0 tende ad 1. .
* Colla stessa facilita si puo calcolare il limite
lim 1—cos z

r=0 x
Si trova che ésso é eguale a
z=o 1

cioé & eguale a zero, come gia sappiamo.
.Cosi per lim 8% si trova
. x=0 X )
1
lim cos*z

=0 .
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cioé 1, e per

lim — %
z=o log(l 4 ) -
si trova
=0 _r
+e

Se il limite del rapporto delle due funzioni si
presenta sotto la forma £, si pud dimostrare un
teorema simile a quello di sopra, cioé che se al-
lora esiste il limite del rapporto delle derivate, e
se §’ (x) non solo non é mai zero in. tutto un in-
torno di a, ma ha sempre il medesimo segno, esi-
sterd il limite del rapporto delle funzioni e sard
eguale al limite del rapporto delle derivate.

Di questo teorema perd tralasciamo la dimo-
strazione e passeremo invece a fare varie osser-
vazioni.

Prima di tutto osserviamo che i teoremi da noi
enunciati, e colle condizioni enunciate, valgono
naturalmente quando il punto @ é un punto a di-
stanza finita. Se @ = co. sussistono ancora dei teo-
remi analoghi, ma bisognerebbe ricercare quali
nuove condizioni sono allora necessarie per la
validita dei medesimi teoremi.

Osserviamo in secondo luogo che sostituendo,
quando si puo, il calcolo del limite del rapportc
delle derivate a quello del rapporto delle funzioni
pud avvenire che anche il nuovo limite si present
sotto forma indeterminata.
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Pero6 la sostituzione di un limite all'altro pué
essere vantaggiosa in altra maniera per il nostro
scopo; giacché puod darsi. che nel rapporto delle
derivate scompaia qualche fattore comune al nu-
meratore e al denominatore: Un esempio ¢i Sara
utile per intendere megho quello che vogliamo
dire.

Si abbia

ne(1+2)
. 1'og(1 + %)

che diventa —g per & = o,

Facendo le derivate si ha.
:c*( +_)
—a(+g) e z

¢ per & =0 si ha per llmlle a. Le due derivate
sono anche esse zero. per £ =, ma contengono
un divisore comune 22 che si pu6 sopprimere prima
di passare al limite.

Coi teoremi da noi dimostrati o enunciati si ri¢:
sce moltissime volte alla risoluzione delle indeter-

0 =
minazioni —,—, pero, non sempre ; perché potra

0#
accadere che il rapporto delle derivate si presenti
anche solto forma indeterminata; sllora QOWR
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riapplicarsi. lo stesso metodo tante volte quante
ne occorre; e potra poi anche accadere che ap-
plicato quante volte si voglia, mai si giunga a ri-
golvere l'indeterminazione.

Si abbia p. es. il rappocto

log =

(n positivo qualunque),

che per = da la forma indeterminata 2.
Facendo le derivate dei due termini si ha
1

@ 1

— D [ )
naxn—1" naw

che per = é zero; onde: per quanto piceolo
sia n (purché positivo), Uinfinita di log  é sempre
di ordine minore dell’infinito di a» ; cioé possiamo
dire: U'infinito di log « rispetto ad x é un infinito
di ordine minore di qualunque ordine assegnabile.
Consideriamo invece il rapporto
e

z A(n qualunqhe pqsitivo).

Facendo le derivate dei due termini si ha:
. '
nan1
Se n & maggiore di 1, questo rapporto per x =x
si presenta ancora sotto la forma indeterminata
R, e facendo il rapporto delle derivate seconde,
terze, ecc., si hanno successivamente le espres-
sioni ' o :
.exr ex -
n.n—1 2" pog—Lon—AenNTT

AN

ete.
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" Se quindi n é intero, facendo il rapporto delle
derivate nme dei due termini si ha

ex

nl
che per x =cc € oo;:e se n non ¢ intero, facendo
il rapporto delle -derivate rme dove r sia un numero
intero maggiore di n, si ha

. €
n.n—1)...(n—r+1).an—r

dove l'esponente di  al denominatore é negativo.

Quindi questa espressione per £ —co ¢ infinita.
Possiamo percio dire che l'ordine dell' infinito di
ez é maggiore di qualunque numero n.

Se ora passiamo a considerare le altre indeter-
minazioni citate sul princioio di questo paragrafo,
troviamo subito che esse possono tutle ridursi al-

I'indeterminazione fondamentale 9

0
Se, infatti, si ha una funzione del tipo
¢ (@) ¢ (%)
e per x=a sia
lim ¢ () =c0
ponendo

x)
¢ @4 @=2"
@)

Pascar, Calcolo infinitesimale, 1. N
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& chiaro che per #=a il limite del rapporto di

. 0
e (x) e di T® si presenta sotto la forma 0
Se si ha una funzione del tipo

¢ (X) — v (@)
il cui limite per & = a diventi della forma
.00 — 2,
considerando l'altra funzione

(@)
eP@) —7(0) = ——

@
il limite del secondo membro di questa per x =a si
presenta sotto la forma %, e quindi, risoluta questa

indeterminazione, si potra trovare il valore di

lim e¥(=)—:(=)
=a

donde poi, passando al logaritmo, si trovera il

}1_:'2 (¢ (@) — v ().

Se infine si ha una funzione del tipo
¢ (2)¥®
il cui limite per # = a diventi di una delle tre forme

00, 11X oo?

considerando il logaritmo della funzione dala, cioé
log ¢ (x)7®) =y (x) log ¢ (x),

si ha una espressione il cui limite per  =a saré
cempre della forma 0. % ¢ quindi \a Misclwrione



Cap. V. § 1. Forme indeterminate. 211

I'indeterminazione si riconduce a quella di un‘al-
tra gia considerata avanti.

E naturale poi che molte volte si potra evitare
di ricorrere a questi artifizii per ridurre le altre
indeterminazioni alla indeterminazione fondamen-
tale, ma potranno anche adoperarsi artifizii diversi
variabili da caso a caso.

Cosi p. es., si abbia la funzione

{
@)= —clg?w

il cui limite per & =0 diventa del tipo o — =,
Senza applicare la trasformazione indicata so-
pra, facciamo la seguente altra:

costx sen*x—afcosir
x T sentr  xsentx -
__(senx —xcosx)(sen & 4-x cosx)
- xtsent x -

=(1+ x cosx)(sen:c~xcosx)'

1
— —cte?y—=
— —cigtr=

sen x xtsenx

Per z=0 il limite del secondo fattore si presenta

0 .

sotto la forma o mentre il primo ha per limite 2.

Risolvendo, colla riapplicazione successiva del
solito metodo, la indeterminazione del secondo fat-
tore, si ha

. oseny — s ; se
limSen& —xcose _ o xsenx —
z=0 x?sen « »=0 22 Sen &+ x%cos x

— lim senx + xcosx
T =0 2senxt4xcosx —a?sen x
2cosx—asenz 1

=0 6COSZ-BrsenL-TReOL D
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onde l'indeterminazione o — o della funzione data
resta risoluta. 11 limite della funzione data per
x=0 é ' ’
2
3
§ 2. Doterminante fungionale di pid fungioni. — Di
pendenza ed indipendenza delle funsioni di pid va-
riabili. — Si abbiano n funzioni y;y;....ys din
variabili @, 2;....2n , € si formi il determinante

Questo determinante si suol chiamare il deter-
minante funzionale o Jacobiano delle funzioni date,
dal nome di Jacosr che per il primo lo studio.

Un primo teorema semplice sui determinanli
funzionali é il seguente:

Si immaginino le y,y, ... ys funzioni di altre n
variabili z,3,...2n , € queste alla loro volta fun-
zioni delle variabili indipendenti x, @y ...2n Se si
cerca il determinante funzionale delle y conside-
rate come funzioni delle &, esso é eguale al pro-
dotto del determinante funzionale delle z conside-
rate come funzioni delle z, per il determinante
Jfunzionale delle z considerate come funzioni dellez.

Questo teorema ricorda quello riguardante la
derivata di una funzione composta. La sua dimo-
strazione é facile. '
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Moltiplichiamo fra loro i due determinanti

04y 04 08 03
92, " 0%n FERAET S
........ e I
0yn  Oyn 03n 03n
03, ""0&n 10a, " 0Xn,

Eseguiamo questo prodotto, formando la somma
dei prodotti degli elementi in linea del primo de~
terminante, per gli elementi in colonne del seconde.
Se si combina la ima linea del primo determinante
coll’jma colonna del secondo, si ha

0y, 08, 0y, 03, 0y, 03n
03, caj ' 0ay 0x5 ' U Ganoay

e tale espressione (che formera I'elemento di indici
ij nel determinante prodotto) non é altro, per il
teorema delle derivate delle funzioni composte, che

la derivata di y; rispetto a =x; cioé

0y,
oz, °

Il teorema resta cosi dimostrato.

Abbiamo gia notato che questa proposizione ri-
vela un’analogia che c'é fra I'operazione del deter-
minante funzionale di pit funzioni di piu variabili,

- coll'operazione della derivata di una funzione di
una variabile.

L’analogia puo essere spinta anche piu oltre. Si
pué dimostrare che se le y sono funzioni delle g,
e se viceversa le x possono considerarsi funzior’
delle y, il determinante funzionale delle y rispet
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alle x ha il valore inverso di quello delle x ri-
spetto alle y.

Si possono dimostrare anche altri teoremi che
stabiliscono sempre piu intimamente I'analogia di
cui si parla; ed é per tale analogia appunto che
si usa indicare i determinanti funzionali con un
simbolo analogo a quello delle derivate : per indi-
care il determinante funzionale delle funzioni y
rispetto alle variabili 2 si adopera cioé il simbolo

(Y1 Ys.- . Yn)
0@y Xy...2n)

La dimostrazione del teorema enunciato sifa
applicando il precedente; se le y si considerano
funzioni delle x, e queste reciprocamente funzioni
delle y, le variabili y considerate come funzioni
delle y stesse saranno le funzioni identiche

Y1=Yise-o lYn =Yn,
¢ quindi il determinante funzionale delle prime
variabili rispetto alle ultime avra per valore i,
donde si ha I'assunto.
Un’ altra proprietd, anche assai facile a dimo-
strare, é quella rappresentata dalla formola

@(yl...y.. yi+1"'y” )_—B(y,-+1...yn)
E(Yy-e Y; Bitlooilon ) 8 (Ritl...Bn)

Ma un teorema sopra tutti importante é quello
che si riferisce all'indipendenza o dipendenza delle
funzioni.

Se il determinante funzionale delle funszioni
Y1Ys. . yn rispetto alle variabili @, x,...xn ¢ iden-
ticamente nullo qualunque sieno i valori delle ¥,
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compresi in un certo campo, e se una delle y non é
una costante, le funzioni in quel campo sono fra
loro dipendenti, cioé esiste fra i loro valori una
o piu relazioni, per modo che, determinati i valori
di alcune di esse, restano determinati i valori delle
altre; e reciprocamente.

Anche questo leorema pu6 reputarsi analogo
all’altro che se la derivata di unafunzione é zero
per tutti i punti di un intervallo, la funzione ha
valore costante per tutfi tali punti.

Il teorema reciproco é facile a dimostrare.

Se fra le funzioni esiste una relazione, p. es.,
Yr1r=%(Ys-...yn ), allora

0y, 090y, Oy tyn . _

vor =g 0m T g E=12...n
e quindi gli elementi della prima linea del deter-
minante sono le stesse combinazioni lineari degl
elementi delle altre linee parallele, e percio il de-
terminante é zero.

Supponiamo viceversa che il determinante é
zero. Allora eliminiamo fra

Y1 =1 (@y...n)
Yn =on (X4 ...Tn)
le n —1 variabili #,...%n; resta una relazione
Yy=%(@1 Yz - Yn)
nella quale noi potremo dimostrare che non com-
pare la variabile x,.

Consideriamo y, y, ... ys funzioni di =, x,...xx le
guali & loro volta sieno funzioni di %, Yy .- Y \ON



.~
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ultime funzioni sarebbero ricavate dalle ultime
n —1 equazioni risolute rispetto a @, ... Zx
Applicando allora il teorema sopra dimostrato
si ha: .
e(Y1Ys...Yn) _ 2(Yy1Ys. . Yn) (@ Xp...%n)
@i Ypeo-yn) 0@y Tp...Tw) C(@yYs...Yn)
Il primo fattore del secondo membro é per ipo-

tesi zero, e quindi é zero tutto il seconde membro.
Vediamo che cosa ¢ il primo membro. Esso &

By.L oYy 0y
awl ay, e ay-
CYs 0Ys i €Y
éxy 2y L Oyn |t

Cyn OYn  Tyn
cx, 0ys. T O0ym|.

Ora se noi ricaviamo da

Y = Qe ('”1--{'-7"'{:) i

Yn = ¢n (wi ee s Im )

le @,...2n in funzione di @, y,...yn e poi le riso-
stituiamo nelle y,...ys abbiamo identicamente, al
secondo membro, g, ...y» mentre che sostituendole
in y, abbiamo la funzione ¢ di sopra. Quindi ne\
determinante scritto le derivate di y, rispetto a ¥z
di y; rispelto a y;, ecc., hanno il valore 1, mentre
tutte le altre derivate di y,...ys che vi compari -
scono hanno il valore zero. -

Il determinante del Primo membro deia torwe W
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superiore é dungue eguale semplicemente a
. ) :
cx,
ed, essendo_ poi zero il secondo membro, si ha
&4,

e az‘.

Eseguendo dunque I'indicalo procedimento di
eliminazione, la y, non verrd pit a contenere la
variabile ;. ¢ quindi resta una relazione fra le
sole ¥, 4, ... yn. Con cié il teorema & dimostrato.
Possiamo applicare questo teorema per ricer-
care quando una funzione di due variabili z, x,,
contiene queste variabili sempre sotto la forma
&, + kx, essendo k& una costante, cioé, quando
una funzione delle due variabili é funzione del bi-
nomio @, + k.- Essendo eguali rispettivamente
ad 1, e k le derivate di tal binomio rispetto alle
due variabili, si ha che la richiesta condizione é

o of
cx; O0x,
1 k&

=0

ciod .
pif _of
cxy,  cxy
§ 3. Indipendenza lineare delle fungioni di una sola
variabile. — Determinanti wronskiani. — La teoria
che vogliamo sviluppare in questo paragrafo sara
utile nel calcolo integrale, laddove si parlera delle
cosiddette equazioni differenziali lineari.
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Si abbiano 7n funzioni y,y,...ys di una sola
variabile @, e si formi il determinante

Y1 Y: ceoln
W= N ' yn’ P
gD gyl ., g (=)
dove la seconda linea é formata- colle derivale
prime degli elementi della prima linea, la ierza
linea ¢ formata colle derivate seconde, e cosi di
seguito.

Questo determinante si usa chiamare wronskiano
delle n funzioni date, dal nome del matematico
polacco WRONSKI.

Esso ¢ naturalmente una funzione di ; nai ne
vogliamo prima di tutto ricercare la derivata;e
troveremo un risultato molto semplice ed elegante,-
cioé che la derivata del determinante W si ottiene
semplicemente sostituendo agli elementi della linea
contenente le derivate n— 1me delle funszioni, le
rispettive derivate nme,

La dimostrazione di questo teorema risulta im-
mediatamente applicando quello sulla derivata di

- un determinante di cui abbiameo trattato nel Cap. IL.
§ 8, e osservando che n —1 dei determinanti otle-
nuti applicando la suddetta regola sono zero iden:
ticamente, perché contenenti due linee identiche.

Una importante applicazione di questo teorema
é data da quest'altro:

Condizione necessaria e sufficiente perché fro
piu funziont di una stessa variabile & non esisto
aleuna relazione lineare omogenea o coeffieient
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costanti per un gampo di valori di x, é che il loro
wronskiano non sia identicamente zero per tutti i
valori di x di tal campo.

E chiaro che se fra le funzioni esiste una rela-
zione lineare omogenea, gli elementi di una delle
colonne del determinante sono combinazioni lineari
degli elementi delle altre colonne, e quindi il de-
terrminante é zero.

Dimostriamo ora il reciproco. Indicando con
4,....A; i complementi algebrici degli elementi
dell'ultima linea nel determinante W, per i teoremi
sui determinanti, si hanno le identita (avendo an-
che supposto che W=10):

Ay, +Ay At Awys =0
Alyl +Az!lz +---+A"!/~ =0

A . y,(-r—e» + A, y,(n—-‘» + + An y V=9 =
Ay -1+ A, y—D ... F A yar—D=W=0.

Da queste n equazioni lineari omogenee nelle
quantitd A; A,... A« si ricava che queste sono pro-
porzionali ai minori contenuti nella matrice for-
mata coi coefficienti; ma tale matrice non é altre
che la matrice M’, i cui minori, come si sa, non
sono allro che le derivate delle quantita A,4,... An
rispetto ad «: dunque, possiamo conchiudere che.
nell'ipotesi fatta di W=0, le quantita A; A,... A»
sono rispettivamente proporzionali alle loro deri-
vate, cioé che

dA, dA, d A
dz _dz _ _dz
A A, TS Ay
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.

dd;
Intanto da non é altro che la denvata del lo-
A
garitmo di Ai; onde nelle ipotesi fatte le funzioni
A A,...Ans0no tali che le derivate dei loro lo-
garitmi, o, come si dice, le loro derivate logaril-
miche, sono tutte eguali; quindi i loro logaritmi
non possono che differire per costanti, cioé pos-
siamo scrivere

log A;—logey;=1l0og Ay;—log ay="...=1og An —logas’

dove log a,, log a,, ecc., sono delle opportune quan-
tita costanti che noi, per nostra comodita, abbiamo
voluto porre sotto la forma di logantml

Di qui si ha

Ar oo Ae
l‘og o log Pl
donde
Ar_4,
o - ay
cioé le A, A,... sono proporzionali a delle quan-

tita costanti o;«,... Quindi, se nella relazione
omogenea identica

A+ Asye+ ...+ Anyn =0

noi sostituiamo alle A le «, che sono ad esse pro-
porzionali, abbiamo

@ Yitagyet...toanyn=0

che é una relazione lineare omogenea a coefficienti
costanti fra le date funzioni g.




CAPITOLO VI.

Applicazioni geometriche.
Principii di geometria differenziale.

§ 1. Arco o corda di una curva piana o storta. —
Nella teoria delle curve é importante introdurre
la considerazione di una certa grandezza che si
chiama !'arco della curva. Noi non siamo in grado
ora, senza i principii del calcolo integrale, di fare
una teoria completa di questa grandezza, ma ci é
indispensabile di citarne almeno i principali ri-
sultati, perché dovremo introdurre spesso nelle
formole il simbolo di essa.

Se immaginiamo fissato un punto A della curva
e un filo flessibile e inestensibile partente da quel
punto e avvolto sul ramo della curva sino ad un
punto B, la lunghezza del filo da A sino a B sara
una certa grandezza variabile col variare di B;e
tale grandezza si chiama l'arco della curca.

Se poi congiungiamo i due estremi A, B con una
retta, la lunghezza di tale retla si chiama la corda
corrispondente a quell’arco.

Queste definizioni si possono dare sia per curve
diane che per curve storte.
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Immaginiamo le coordinate della curva espresse -
in funzione di un parametro ¢. .
Ad ogni valore di ¢ corrisponde una posizione
del punto B; onde ad ogni valore di ¢ corrisponde
un unico valore dell'arco, e un unico valore della

corda (intendendo che il punto A resti fisso).

Queste due grandezze che indicheremo rispettiva-
mente con 8 e ¢ sono due funzioni del parametro ¢;
e per il valore di ¢ corrispondente al punto A, esse
hanno ambedue il valore zero. Non siamo ora in .
grado di dare l'espressione di s in funzione di ¢
(v. vol. II, Cap. VI, § 2); ma possiamo pero dare
I’'espressione di e.

Supposto il caso di una curva piana, se 2’ y’ sono
le coordinate del punto A, e @, y quelle del punto
B, é chiaro che xz—&’,y —y’ sono le projezioni
della corda A B sugli assi delle e delle y. Se gli
assi sono rettangolari, si ha:

t=(@— P4y —
essendo allora ¢ I'ipotenusa di un triangolo ret-
tangolo di cui i cateti sono egualia x—2',y—¢
rispettivamente.

Supposto @, y espressi in funzione del parame-
tro ¢, sia dt¢ la differenza fra i valori del para-
metro nei due punti Be A.

Le differenze x —a’,y —y’ saranno gli incre-
menti delle coordinate «, y nei due punti; li indi- r
chiamo con Az e Ay, e si sa che tali incremeati
differiscono dai differenziali delle funzioni «, e ¢

cio¢ da daa_ dt ydy d"dl per infinitesimi di

ordine supemore rispetto a dt.
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Possi;mo dunque dire che si ha:
SR

essendo © una quantitd infinitesima di ordine su-
periore rispetlo a d¢. Di qui si ha

a=VE)+E ar) +(@) +

Passando al limite per dt=0,% va a zZero per

la detta proprieta di v, la corda ¢ diventa zero,

mentre il rapporto d 7 resta espressa dalla formola,

w2 =W@) +(@)

Ora se la corda ¢ partente dal punto fisso 4, la
consideriamo una funzione di ¢, il limite che com-
pare al primo membro, non é altro che la deri-
vata di tale funzione, e quindi abbiamo con quella
formola U espressione della derivata della fun-
sione c.

Se facciamo convergere d¢ a zero, la corda ¢
converge evidentemente a zero, mentre anche
I'arco s, contato a cominciare da A, converge a
zero; se invece l'arco 8 non é contato a comin-
ciare dal punto A, ma da un punto qualunque
della curva, allora, per d¢ =0, converge a zero la
differenza fra i valori di 8 nei due punti B e A,
cioé s — ¢,

Sara dimosirato nel calcolo integrale che il \i-
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mile del rapporto della corda al proprio arcoé
l'unita, cioé se ¢ é la corda dell'arco A B, e s—¢'
é l'arco A B,

. : 8—8 .
donde

lim< =1lim 2%
di— Mgy

Per dt=0, lim non ¢ altro che la deri-

dt
vata della funzione s nel punto A : dunque I'espres-
sione della derivata dell’arco che chiameremo al

ds _\|[(dx\ (dy\:
a=V7)+(ED)-

Questa formola pud porsi sotto la forma diffe-
renziale, lasciando cioé mdetermmata la variabile

indipendente ¢:
ds=vVdz+dyt
Per una curva storta si pud fare pexfettamenle
I'analogo procedimento e si ha
ds=vVdax*+dy*4dzs

Da queste due formole se ne possono avere al-
tre di uso frequente.
Dividendo per ds® si ha

ds
solito i é

ds ds
\ 2 '
( %) +(d AY + d 2 -—1 nel caso di ctirve storle:

2 \ 2 .
(d_x) +(d A g nel caso di curve piane
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dy
ds
le derivate di «,y.... rispetto a s quando si prende
come variabile indipendenle la s.

Derivando allora daccapo rispelto a s,si hanno
le formole identiche

dedlx dydiy
dsdsf T dsdst

dadx dydy’+dzd’
dsds® U dsds® ' dsdst

dao .
I rapportx—, ecc., possono intendersi come

Prima di entrare nelle considerazioni di Geome-
tria differenziale é utile premettere un'osservazione
fondamentale da tenere sempre presente.

Quando é data una curva piana di equazione
f(xy)=0, per ogni valore di « vi saranno in ge-
nerale piu valori di 4; il che geometricamente cor-
risponde al fatto che una retta parallela all'asse
di y incontra la curva in piu punti.

Per potere quindi considerare la y come una
propria funzione di x ad un sol valore, bisognerd
sempre inlendere spezzata la curva data in tanti
tratti, dei quali ciascuno deve considerarsi se-
paratamente.

§ 2. Tangente e normale alle curve piane. — Con-
sideriamo due punti abbastanza vicini su di uno
stesso ramo di una curva piana, e la retta che li
congiunge.

L'equazione di tal retta sara:

Y—!/:A(X——-&L’),

essendo A il coefficiente angolare della ey, o®
Pascar, Calcolo infinitesimale, 1. %
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la tangente trigonometrica dell’angolo che la retta
forma coll'asse di «; ed essendo «, y le coordinate
di uno dei due punti della curva.

Ora immaginiamo che I'altro punto della curva
si avvicini indefinitamente al punto x, g, sino a
coincidere con esso; nella posizione limite la se-
cante si chiama tangente della curva. L'equazione
di tale retta non differira dall’ equazione scritta
sopra, che per il solo valore di A.

Sappiamo gia dal Cap. I1, § 1, che nel caso li-
mite il coefficiente A diventa la derivata di y ri-
spetto ad « nel punto (@ y). L'equazione della tan-
gente ad una curva y = f(x), 6 dunque:

Y—y=yX—ua) ]
o anche
Y—y=?T:Z(X—w)
Y-y X—=
dy — dz’

La normale poi alla curva in un punto é la per-
pendicolare alla tangente nel punto di contatto.
Per trovare quindi l'equazione della normale bi-
sognera condurre la perpendicolare alla retta (1) nel
punto (x y). Ora i coefficienti angolari di due relle
fra loro perpendicolari debbono essere di segno
contrario ed inversi 1'uno dell'altro ; percio il coef-

ficiente angolare della normale deve essere — 317 )

e la normale avra per equazione:

1
Y——y-_—-_———y—,(X——m\
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o anche
X—d)dae4+(Y—y)dy=0.

Immaginiamo ora una curva la cui equazione
sia data da una relazione della forma:

Sy =

La derivata di y rispetto ad « si esprime colle
note formole mediante le derivate parziali di f
(v. Cap. II, § 9). Sostituendo dunque tale espres-
sione si ha per equazioni della tangente e della
normale le seguenti:

(Y— y)a'f+(X o3 ~0 2

(Y—y) af—(X Lo

Supponiamo ora che l'equazione della curva an-
ziché data sotto le due forme avanti considerale,
ciodé y = f(x) ovvero f(xy) =0, sia data sotto la
forma

z=e() , y=¢(@,

essendo ¢ una variabile indipendente.

Allora tutta la questione si riduce a determinare
la derivata y’ rispetto ad & espressa mediante le
derivate delle funzioni ¢, §.

Fra le equazioni precedenti eliminando ¢ deve
aversi 'equazione della curva f(@xy)=20; se in tale
equazione poniamo per x,y le espressioni gprece-
denti in funzione di ¢ abbiano una idenith, one

-
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la derivata rispetto a ¢ é evidentemente zero, cioé

ofdax  of dy
edt Tagat ="
donde: °
of of _ _dy dx_  dv de
Px’ oy dt dt dat’ dt’

e quindi si hanno per nuove equazioni della tan-
gente e della normale le seguenti:

(Y—l/) d —{X— %) T3 dq'
. ®)
(Y— y) +(X -‘l') =0

Possiamo ora passare a calcolare i coseni ed i
seni di direzione della tangente e della normale.
Sappiamo che la tangente trigonometrica del-
I'angolo che la tangente alla curva fa coll’asse dl
x é y', e per la normale tale tangente trigonome-

trica é invece ——1—,—. Chiamando 6, ¢ gli angoli

che la tangente e la normale fanno con z, si ha
percio:

tangb=y" tang ¢’ = — 1,
Yy
donde, colle formole di trigonometria,
cosezd:——l—— ; cos&’::l:—y’—
Vity® VI g?
sen == A seny =4 1

VIigy® ' NARES
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e la varieta dei segni dipende dall’arbitrarieta,
si ha,di considerare un angolo piuttosto che
altro fra i quattro di quelli che formano fra
> due rette.

oll'introduzione del differenziale d s dell'arco
§ 1) noi possiamo esprimere in modo semplice
seni e seni di direzione della tangente. Pos-
Mo cioé scrivere

coso——.d_.x
“ ds
—4y
Seno-d—s.

‘hiamiamo lunghesza della tangente e della
'male i segmenti di tangente e di normale ri-

Fig 2.

sttivamente compresi fra il punto della curva e
sse di @. )
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Chiameremo poi softangente e sunnormale i
segmenti dell’asse di « compresi fra i piedi della
tangente e della normale rispettivamente, e il piede
Q della perpendicolare abbassata dal punto P della
curva.

Ora ¢ facile calcolare le espressioni analitiche
di questi quattro segmenti, che mdlcheremo con
T, N, St Sa rispettivamente.

Si ha infatti:

r__¥ i yvir+y

sen 6 Yy
N—=_Y  _ 7
N= sent == yVT+y”
Se :‘(—/»-,
y
Sn=yYy"

Mediante le formole precedenti possiamo risol-
vere molti problemi sulle tangenti e normali alle
curve. Eccone alcuni esempi:

1) Consideriamo una curva la cui equazione
sia:
y=aaxm.
Tali curve si chiamano parabole; esse, come caso
. 1
speciale (quando m =2, ovvero m=—2—,), hanno la
parabola ordinaria (parabola conica).

Possiamo dimostrare una proprieta fondamen-
lale riguardante la sottangente di tali parabole.

Si ha infatti:

' =m aoom—)
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donde:
g =4 _Z
y m

cioé: la sottangente é la mma parte dell’ascissa.
Mediante questa proprieta si costruirebbe facil-
mente la tangente in un punto qualunque.

Nel caso di m=%, cioé della parabola conica
il cui asse sia quello delle «, si ha anche:
1

—_—— 2
_Qa.

&~

Sn=yy

cioé: la sunnormale € costante, proprietda nota
nella teoria ordinaria delle coniche.

2) Consideriamo la curva logaritmica, cioé
quella la cui equazione é:

y=a-.
Si ha:
y'=azloga
donde:
S =2, L
y loga

cioé: nella curva logaritmica la sottangente é
costante.

3) Vogliamo trovare tutte le curve di cui la
normale in ogni punto é costante. Per risolvere
questo problema dobbiamo porre:

yVT—y%=a,
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3.

n
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donde:

o aE—yt
yr= 7

ovvero:

’

vy
1

(a® — y‘)i

=1.

Ora si vede che il primo membro é la deri-
vata di

—Va — Y%

mentre possiamo dire che il secondo membroéla
derivata di @ + ¢ (essendo ¢ una qualunque co-
stante); onde infine si ha:

—\/E’—_y‘=m+c
cioé :
P+ @+e)r=a

cioé le curve richieste sono cerchi di raggio a, ¢
che hanno il centro sull’asse delle .

Dimostriamo ora alcuni teoremi fondamentali
sulle tangenti di una curva algebrica.

La equaszione della tangente di una curva alge-
brica di ordine m, é al massimo di grado m —1
rispetto alle coordinate x, y del punto di contatto.

In primo luogo osserviamo che, raccogliendo 1
termini che hanno lo stesso grado in &, y, l'equan-
zione di una curva algebrica 41 ordine m gumo
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sempre porsi sotto la forma:
Jm@y)+fma@y)+...+fo=0,

dove in generale con fr (x y) s'intende una funzione
omogenea, razionale, inlera di @,y di grado r.
L'equazione della tangente pu6 scriversi:

oF oF
X =) G+ (Y=g 7 =0

donde :
oF
+Y aa:+’/ay
—(,0fm 8fm afm—l 0 fm—1
__<a,—a—x— J—o‘:/")+( ) “—4y 7y >+

e pel noto teorema delle funzioni omogénee si ha:

CA’F+ Yd F_m,fm+(m—l)fm—1+...

Intanto le coordinate «, y debbono soddisfare
alla relazione:

St fod . =0

per mezzo della quale si pud eliminare fm dalla
equazione precedente, e resta allora un’espressione
di grado m — 1 in «, y, considerando che 3—5, L;—-Z
sono gia di grado m — 1.

Di qui si ricava come corollario che : Il numero
delle tangenti che da un punto si possono con-
durre ad una curva algebrica generale di ordine

m, ¢ dato da m (m —1).



334 Cap. VI § 3. Assinloti di una curoa.

Infatti se 'equazione della tangente é di grado
m —1 nelle coordinate del punto di contatto, sia
essa indicata con:

Tm—1 (‘X, Y, @, y) =0

che ¢ di primo grado in X, Y e di grado m —1in
@, y. Facendo che questa passi pel punto fisso
@, B, si ha una condizione a cui deve soddisfare
il punto di contatto (x y) di una tangente passante
per (= B). Tale condizione é:

Tm—1 (2,8, 2,y) =0.

Questa rappresentera una nuova curva algebrica
di ordine m — 1, che nelle sue (m — 1) m interse-
zioni colla curva data, da altrettanti punti di con-
talto di tutte le possibili tangenti reali o immagi-
narie condotte dal punto (= 8) alla curva.

11 numero delle tangenti che da un punto si
possono condurre ad una curva si suol chiamare
la classe della curva. Onde: per una curva alge-
brica generale la classe é in generale m (m — 1) se
m é U'ordine della curoa.

§ 3. Riceroa degli assintoti di una ourva pianma. —
Immaginiamo una curva che abbia un ramo al-
linfinito. Costruiamo la tangente nei diversi punti
di questo ramo, e poi facciamo tendere all'w il
punto di contatto. Se allora la tangente tende ad
una posizione limite, tale sua posizione limite, si
chiamera un assintoto della curva. Un assimtolo
pué dunque considerarsi come la tangente alla
curva in un punto all'infinito.

L’equazione della tangenfe in un puato a di-
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stanza finita é
_dy
Y—y= dzX—®
cioé

dy dy

Yy (YN
Y de (y TE =),

I coefficienti di tale equazione sono

dy ' dy
da ! Y=g

Se per & = », y =oo tali espressioni hanno limili
determinati e finiti, sostituiti tali limiti nell'’equa-
zione soprascritta della tangente,si ha I'equazionc
dell'assintoto. Resta cosi trovato il melodo genc-
rale per la ricerca dell’equazione degli assintot:.

Per la ricerca dei limiti di cui si parla si puo

ricordare che (v. Cap. 1I, §1) il limite di Z—z per
« =o0 &, sotto certe restrizioni, lo stesso che il li-
mite di <.
x

Passiamo ora ad un esempio.

Prendiamo il caso dell'iperbole, che, come si sa,
ha due assintoti.

Se

w2 ,/2

a =l

é I'equazione dell'iperbole, i suovi due assintoti sono

D
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dati da:
xt oy
a 02_0
cioé
T_Y4__ iy
a b—'O ’ a+b—0

Ritroviamo questo risultalo mediante il metod
superlormente indicato.
' Dobbiamo trovare i due limiti :

dy dy
hmd , llm(y zdz)
per x, y eguali all'infinito.
Ora:
of 2
dy_,_ oz _a _ab
& A2y oy
oy b®
¢ .1 Yy a®
hm—_hm@—hm—i‘—b—,
dx
onde, se si pone ’
lim—=A
si ha:
. | a2
A=Zw
cioé :
a? a
e = —_
A =5 A== 5
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e quindi:
dy b
hm_d_.i—:tZ
Inoltre :
; dy\ ... a® b\
1lm(,1/—-wdz)_h.n(y——y—07)_
2 gf _ 2 h2 — b
—lim L= =Wy,
ya* - u

onde in fine si hanno per equazioni dei due assin-
toti quelle gia segnate sopra.

§ 4. Conoavitd e convessiti delle curve piane ri-
spetto all’asse delle x. — Inflessione. — Consideriamo
un punto M di una curva e la tangente in M. Se
sulla curva un intorno sufficientemente piccolo di
M sta tutto da una parte della tangente, allora si
dird che la curva in quel punto é concava o con-
vessu rispetto ad una retta qualunque, p. es., ri-
spelto all'asse delle «; propriamente si dird con-
vessa rispetto all’asse delle ® quando I'intorno del
punto M sulla curva si trova tutto in uno dei due
angoli ottusi che la tangente forma con x, e si dira
concava quando quell'intorno si trova tutto in uno
dei due angoli acuti.

Cosi la curva disegnata nella fig. 3, qui sotto, é
convessa in M’ ed é concava in M.

Se poi l'intorno di M sulla curva non si trova
tutto da una stessa parte della tangente, allora il
punto M si dira un punto dinflessione o di flesso
(v. fig. 4).

Passiamo a studiare il criterio per riconoscert
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se in un punto una curva é concava, conve
oppure ha un punto d'inflessione.

v

M
N— M .

(&) x
Fig.
v
l
M
0 x
Fig. 4.

Perché la curva sia concava o convessa in
necessario che aumentando o diminuendo ’asc
« di una quantitd h, 'ordinatla della langenie v
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sempre maggiore o sempre minore in valore asso-
luto dell'ordinata della curva.
Ora l'equazione della tangente é:

Y—y=g—§(X—w)

onde aumentando la X di 2 si ha che sulla tan-
gente la Y aumentera di

d
“Y,
dx
v v
¢
M
Pl
L} 1] 0
[ ] .
[ .’
]
P
P
O x-hxx+h x (o] a-haath
Fig. 5.

Invece sulla curva l'ordinata si aumenta di
S @+ h)—f ().

La condizione necessaria per la concavila o con-
vessita é dunque che

St —f@—3Lh

sia sempre negativa ovvero sempre posiliva qua-
lunque sia il segno di h.
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Cio pero nel caso che M abbia ordinata posi-
tiva. Se M ha invece ordinata negativa, si ha il
contrario, cioé per la concavita o convessits, l'e-
spressione precedente deve essere rispettivamente
o sempre positiva o sempre negativa.

Ora’ per una.formola nota :

+ -,-n—,ﬂ"') ( + tmh)
ed essendo: ‘
y=r(@)
e supposto in generale che:
S @) =0........... Sm-1(2)=0

e che fm) () sia diverso da zero si ha:
S@+m—f@)—h ST et o),

Poiché fm (x), non si annulla nel punto z, e s
suppone che essa sia una funzione continua, si
potra trovare un h = h, cosi piccolo che per tulti
gli h da —h, 8 +hy la fm(x+6mh) sia sempre
del medesimo segno, e propriamente del segno di
[fm); il cangiamento di segno del secondo mem-
bro della precedente formola dipenderé dunque
dalla parita o disparita di m; e propriamente se
m ¢ pari, quel secondo membro non mutera segno
col mutare il segno di &, e saréd sempre del segno
di ftm)(x); e se m é dispari mutera certamente se-
gno col mutare il segno di h.
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Possiamo dunque dire:

Se m é pari, cioé é pari U'ordine della derivata
di ordine piu basso (a cominciare dalla seconda)
che non si annulla insieme a tulte le precedenti
nel punto x, e l'ordinata del punto della curva é
posiliva, la curva in x 8ard convessa O concava
secondoché fm) (x) é una quantita positiva o ne-
gativa. Se invece l'ordinata del punto della curoa
é negaliva allora si ha inversamente la conovessitd
o concavita secondoche f(m (x) é negativo o posi-
tivo; se poi m é dispari, il punto considerato é
un punto d’inflessione.

Raccogliendo i due casi, dell'ordinata positiva e
dell'ordinata negativa, si pu6 dire semplicemente
cosi:

Si ha la concavitd o convessita secondoché il
prodotto f(x)f™ (x), dell’ ordinata per la deri-
vata mme dell’ordinata stessa (m pari=2), é ne-
gativo o positivo.

E chiaro che questo teorema ha molta analogia
con quello relativo ai massimi e minimi delle fun-
zioni rappresentabili mediante curve.

Dalle cose dette si raccoglie ancora che perché
il punto M della curva sia un punto d'inflessione,
deve essere zero la seconda derivata f" (), onde
per trooare i puntid’inflessione basta considerare
i punti che annullano f" (x). Fra questi saranno
compresi i punti (' inflessione (se ve ne esistono).

Passiamo ad alcuni esempi.
1. Sia y =sena.
" La curva rappresentata da tale equazione é la
cosi delta sinusoide.

Pascar, Calcolo infinitesimale, 1. ®
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Si ha:

y *y
—==COoS —_———Nena,...
dz=¢ o odat !
I punti d'inflessione sono compresi fra quelli in
cui:

L% .

=—senar=»(
d S

i )

cioé per =0, =, 2x....

3
Per tali punti la y é sempre zero e :—:—;,’ é di-

versa da zero; quindi tutti questi punti sono tulli
punti d’inflessione ed inoltre essi sono tutti situati
sull’asse di . .

Per ogni altro punto si ha

d'y_— .
yc—t—?_—sen @

cioé tal prodotto é negativo e quindi la curva volge
sempre la sua concavita all'asse delle .
2. Sia la curva di 4° ordine:

y=xt — 6442

Si ha
QY _4ps 12041
doe — - +
aty ;
T =120t — 12
ol T
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2
La Z_i'-y’ si annulla per x ===1 e per tali punti

non’si annulla la 3* derivata, onde tali puati cor-
rispondono a punti d'inflessione.

Pel punto =0 la curva é concava rispetto al-
I'asse delle .

§ 5. Curvatura delle linee piane. — Consideriamo
su di una curva piana un arco A B e conduciamo
le tangenti negli estremi dell'arco. Queste tangenti
verranno a formare fra loro un certo angolo, il
quale varia se, lasciando fisso uno degli estremi
dell’arco, si fa variare l'altro; questo angolo, che
si chiama angolo di eontingenza, puo essere misu--
rato dalla lunghezza dell’'arco di cerchio di rag-
gio 1 da esso sotteso, e da ora in poi, resta sem-
pre inteso che, se per brevita adoperiamo la parola
angolo, vogliamo pero sempre alludere alla lun-
ghezza del corrispondente arco di cerchio di rag-
gio 1. Il rapporto fra tale arco di cerchio di raggio 1 e
I'arco della curva é cio che si chiama curvatura
media dell’arco. Evidentemente I'angolo delle due
langenti, supposto fisso uno degli estremi dell'arco,
¢ una funzione della lunghezza dell'arco; se I'arco
tende a zero. anche I'angolo delle tangenti tendera
a zero, perché le due tangenti tendono a coincidere ;
perd il limite del rapporto fra I'angolo e I'arco,
tendenti ambedue a zero, ¢ una quantita in gene-
rale finita e determinata, ed é propriamente la de-
rivata dell’angolo considerato come funzione del-
I'arco. Tale limite é cio che diciamo curvatura
della curva nel punto considerato.

Passeremo ora a trovare l'espressione analitica
di questo limite, e con cid restera dimosteslo N
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noslro assunto, che cioé tal limite é in generale
una quantita determinata.

Ma prima di far cio ci é utile definire che cosa
si intende per raggio di curvatura.

Immaginiamo che la curva sia un cerchio; al-
lora I'angolo delle due tangenti é uguale all'an-
golo delle due normali, cioé dei raggi, e l'arco é
uguale a tale angolo moltiplicato per il raggio;
_dunque il rapporto dell’angolo delle due tangenti

all'arco e—}?, se R é il raggio del cerchio; cioé ¢

Uinverso del raggio ed ¢ costante in tutti i punti.

Percio quando noi avremo trovata la curvatura
di una curva in un punto potremo paragonarla
con quella di un cerchio che abbia per raggio
I'inversa della curvatura trovata. Il raggio R di
tal cerchio lo chiameremo raggio di curoatura
della curva in quel punto.

Immaginiamo poi un cerchio di raggio R, tan-
gente alla curva nel punio che si considera. Di
tali cerchi se ne pud costruire due,da parti oppo-
ste della retta tangente; ma é facile riconoscere
che se consideriamo degli archetti infinitesimi, at-
torno al punto, su essi e sulla curva, per uno di
essi si verifichera che quest’ archetto sta, insieme
con quello della curva, da una medesima parte
della tangente e per l'altro no. Il primo dei due
cerchi lo chiameremo cerchio di curvatura.

Passiamo ora a calcolare la curvatura, e quindi
il raggio di curvatura.

Chiamiamo 6 1'angolo delle due tangenti all’e-
stremo dell'arco A B, e o/, a gli angoli che tali
tangenti formano collasse di ®; s\ ha eWidene-
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mente :
0—=a—a

Sieno «,y le coordinate di B; sara:

dy
tang o = iz
Essendo A fisso e B variabile, si ha che «' é
fisso e o € variabile come 6, ¢ la derivala di 6
rispetto ad s é la stessa di quella di « rispetto ad s.
La curvatura richiesta sara dunque:
da
'd_s.
Se , y si immaginano funzioni di un’altra va-
riabile ¢, « ed s saranno funzioni di ¢ e

da
do _dt
ds ds’

dt

e resta a calcolare i due termini di questo rap-
porto.
Ora essendo:

tanga:ft—il= !

dax

si ha, derivando rispetto a ¢:
ded*y dydtx

| do dida* ditde
costa dit <d_x2
dt)

mentre (v. Cap. VI, § 1)

1
=@ +@ Y
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onde

R CE T e i

Ma
d

onde infine:

[)(]

e quindi chiamando R il raggio dl curvatura:

eyt

T dxdty dydta’
ditde  dide
In questa formola rimane ancora indeterminata
la scelta della variabile indipendente ; se scegliamo
2« per variabile indipendente, sara

dz _, dz_
dt ’ deg —
e si avra:
3
2
2
R=Lt4D
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Di qui si vede che per i punti della curva in
cui y”" =0, cioé per i flessi, si ha R =0, cio¢ la
curvatura della curva in quel punto é paragona-
bile a quella di una retta; il cerchio di curvatura
diventa la retta tangente nel flesso.

Dalle formole precedenti risulta che implicita-
mente noi abbiamo ammesso, per giungere a quelle
formole, che le coordinate x, y considerate fun-
zioni di una terza variabile, o anche considerate
funzione 1'una dell’'altra, ammettano le derivate

.primé e seconde determinate e finite; perché in-

fatti nelle formole precedenti compariscono le de-

rivate sino a quelle di 2° ordine.

Possiamo dare altre forme all'espressione pre-
cedentemente data di R.

Immaginiamo p. es. di prendere l'arco s per va-
riabile indipendente.

Allora si ha:

e Lt ®)

¢ ricordando la formola identica (v. Cap. VI, § 1).

daode  dEydy
dfds Tdstds = *)

fra le due formole eliminando rispettivamente
d*x dty . .
g% ovvero -— e ricordando che:

dat+dyt=ds

~—
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si ha:

dty dtx
1 _dst__ ds?
R~ dz~ ~dy

ds  ds

le 3 e (4); si ha:

Loy (Gay (Lyy
\ds d st ds)N
Pydedyda
dstds®*dsds

) (dgx ((i%
ds’)

ljﬁﬂd_ﬂvd!f

Istdstdsds’

dt y\? @ 2
) +(75)
che la curva sia espre

lora servendosi delle fi

r=pcCos0
y=psend,

I'espressione di R diventa:

3
2

[G) -+ ()|

do dpd?0 d”
(dt T2 ) d.t)_\_ Fatae (M
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e prendendo 6 per variabile indipendente si ha:

3
—_(et+e®?
¢*+ 20" —pp”

indicando con ¢’p” le derivate di p rispetto a 6.

Passiamo ora ad alcune applicazioni.

1. Vogliamo dimostrare che il cerchio é la
sola curva che ha la curvatura costante. Dobbiamo
far vedere che ponendo eguale a coslante la cur-
vatura per ogni punto, si giunge all'equazione del
cerchio.

Indichiamo con 6, 6" gli angoli che le tangenti
alla curva in due punti vicini fanno coll’asse di ,
e con « I'angolo che l¢ due tangenti formano fra
loro (angolo di contingenza); Si ha a=0—0¢, e

da

quindi, lasciando fisso ¢, 0= 1, e dovendo porre
fi% = —;7 = cost., risulta:
ﬂ = L = cost.
ds R~ '
Intanto :
de=dscos0d , dy=dssens
quindi

dx=Rcostdtd , dy=Rsenodo

donde
& —xo = Rsen’
Y — Yo =— Rcosb.



B
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Ed eliminando 6 si ha:
@—@o)t+(y—yo)t=ERe

che é 'equazione di un cerchio.
2. Si abbia una conica la cui equazione, con
si sa, pué sempre porsi sotto la forma:

yr=2pax+qat
Si ha:
d .
ygl=p+qa=

d!y dy 3—
ya?f(ﬁ =1

donde, avendo presente il valore di g2, si ha ai
cora

Py _ e
Vagm=—PF
onde, 8 meno del segno:
3 3
_1+y028  @Ptyty?)?
R= o = o .
Ora il quadrato della normale alla curva é dal
dalla formola (v. pag. 230):

Ni=yt 2y

onde si ha:
N3
R = [)—2
cioé:
Nelle coniche il raggio di curvatura é propoi
&ionale al cubo della normale.
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Si noti peré che la lunghezza della normale é
dipendentle essenzialmente dalla posizione dell’asse
delle @ ; ora avendo posto I'aquazione della conica
sotto la forma: )

Pr=2px+tqat

s'intende, nel precedente teorema, che I'asse x sia
uno degli assi di simmetria della conica, e inoltre
che la conica passi per l'origine. E per una co-
nica in tal posizione che si verifica il teorema
enunciato.

§ 6. Centro di curvatura. — Se in un punto il
raggio di curvatura é finito, y" sara diverso
da zero; quindi allora la curva nell’intorno di
quel punto stara da una medesima parte della
tangente ; segniamo sulla normale alla curva in
quel punto da questa medesima parte, e a contare
dal punto della curva, un segmento eguale al rag-
gio di curvalura; I'estremo di questo segmento
sara il cosidetto centro di curoatura.

Cominciamo a dimostrare il seguente teorema:

Il ecentro di curvatura in un punto P di una
curva piana é il punto della normale verso cui
tende il punto d'incontro della normale in P colla
normale in un punto vicino P', quando l'arco P P’
tende a zero.

Sia O il punto d'incontro delle due normali in
P e P.-L'angolo delle due tangenti in P e P’ sara
eguale all’angolo P O P’ delle due normali.

Sappiamo che il raggio di curvatura R ¢ dalo
da:
arco P P’

R=I]im W.

-



252 Cap. VI. § 6. Centro di curoatura.

Ora nel triangolo P P’ O si ha:

corda PP PO
sen POP' ~ senPP'O

donde
l'm..__l.)___P’__ﬁ[ PO
M eenPoPr = "MsenPP O
e quindi
. . . lim P P
llmPO—]lmSGnPFOm)’.

Ma il limite del rapporto della corda all'arco é
I"unitd, ¢ quindi in luogo del limite della corda
P P’ possiamo sostituire il limite dell'arco P P';
possiamo percio scrivere:

lim arco P P’

lim P O =lim sen PP'OW.

Ma ancora

limsen POP’

imPOP —|

dunque

arco P P’

pop =&

lim P O=lim sen P P"Olim

poiché I'angolo P P’ O tende a 90¢, e quindi il suo
seno tende a 1.
Si ha dunque:

lim PO=R

come 8i voleva dimostrare.
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Passiamo ora a calcolare le coordinate del cen-
tro di curvatura.

Chiamandole &, », si ha che, se x y é il punto
corrispondente della curva, le differenze & — x,
n — y sono le proiezioni sugli assi «, y del raggio
R disteso sulla normale. Quindi chiamando 1, u
gli angoli che la normale contata nella direzione
del ceniro di curvatura fa cogli assi positivi di
«, y, abbiamo le formole:

dy

t—ax=Rcos =R =~
dads

n—y:ROOSy.::R:ii—a;.

Queste formole si intendono prese a meno del
segno, del quale dobbiamo ora passare ad una piu
precisa determinazione.

Noi intendiamo prima di tutto che R sia sempre
una quantita essenzialmente positiva.

Fissiamo inoltre la direzione positiva della nor-
male e della tangente.

Come direzione positiva della normale assumiamo
quella dalla quale sta il centro di curvatura, e
come direzione positiva della tangente assumiamo
quella direzione della tangente colla quale viene
a coincidere ‘la direzione positiva dell'asse di y se
il sistema dei due assi coordinati si fa girare nel
proprio piano in modo che la direzione positiva
della normale venga a coincidere colla direzione
positiva dell’asse di «. Nella figura qui sotto ab-
biamo indicato con freccie le direzioni positive
della tangente e della normale.

Stabilire la direzione positivg_della ‘angen\w
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equivale a stabilire la direzione verso cui si im-
magina crescere l'arco della curva, cioé verso cui
si immagina descritta la curva, o, in altri ter-
mini, la direzione verso cui si immagina che il
ds sia positivo. Nella fig. 6 si vede che t—=xz
¢ positivo, mentre » — y é negativo; e inoltre per
un ds§ positivo, sono positivi sia da, che dy;

Fig. 6.

onde le formole superiori, supponendo R una
quantitd positiva, bisogna scriverle :

E—w=+RZ_§
)
da
'r.—y=—R7§, ’

e queste valgono in valore e in segno.

Resta ora a vedére se colle formole superior-
mente date si ha per R, una quantitd positiva o
negativa
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Noi per esempib abbiamo trovato
. d¥y A

| _ds*  dst
R™da ™ ~ dy’
ds ds

Si intende che queste formole sono stabilite a
meno del segno; noi quindi dovremo mutare in tal
maniera il segno dei secondi membri che R ri-
sulti positivo.

Poniamo:
2

N
A

I

-
IS8
©

8

§=c

S8
8

ds

dove ¢ sia =1. Per determinare questa costante
¢ possiamo servirci della figura particolare dise-
gnata sopra. In essa si vede che d®*y é negativo
perché la curva é concava rispetto all’asse di z;
mentre per un d y positivo si ha un d s positivo.

Onde ¢=—1, e percio volendo intendere per
R una quantita positiva, si ha in valore e segno,
la eguaglianza

d2y
T
R~ da
ds
e quindi anche. (v. § preced.)
dtx
1, dst
R~ Tdy
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§ 7. Evolute ed evolventi. — Per ogni punto della
curva vi é un centro di curvatura corrispondente; .
il luogo di tutti i centri di curvatura formera una
curva continua che si chiama evoluta della curva
data, mentre questa si chiama evoloente di quella.
Si adoperano anche i nomi di soiluppata e soi-
luppante.

I due problemi fondamentali che si presentano
qui sono:

1. Data la curva trovare l’evoluta.
2, Reciprocamente, data 1’ evoluta troovare la
curoa.

In quanto al primo problema osserviamo che
noi abbiamo trovato nel paragrafo precedente le
coordinate §w di un punto dell'evoluta; onde sup-
posto che le « y della curva si esprimano in fun-
zione di un unico parametro u, si esprimeranno
mediante le dette formole, le & » mediante u, ed
eliminando poi u fra tali due relazioni si ha Ie-
quazione fra &, n che rappresenta l'evoluta.

Passeremo ora, prima a trovare alcune pro- .
prieta dell'evoluta, e poi applicheremo questo me-
todo ad alcuni casi speciali.

Derivando rispetto ad s le formole (1) del para-
grafo precedenle si ha:

di dezx d*y  dRdy
TG TR Gt as ds
dv _dy d*x dRde
ds ds “dst dsds

Ora nel paragrafo precedente abbiamo trovato
esattamente in valore ed in segno-
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dw . dy
1_ ads_ d¢
R-Tdy~ d=z
das ds
e quindi resta:
dt _  dRdy
as—Tdsds
dn__ dRdx
ds~ dsds
donde :
dmn da 1
T Tdy T e @

se 6 é 'angolo che la tangente alla curva data fa
coll’asse delle «; e inoltre :

dE¥+4 dn*=d R® 2)

Poiché il primo membro di (1) rappresenta la
tangente dell'angolo che la tangente all'evoluta fa
coll’asse delle «, e poiché troviamo che tale tan- -
gente trigonometrica é l'inversa di quella dell'an-
golo che la tangente alla curva fa col medesimo
asse, si ha che la tangente all'evoluta é perpen-
dicolare alla tangente alla curoa, cioé ¢ la nor-
male alla curva.

Inoltre la (2) ci dice che il differenziale dell'arco
di evoluta é eguale al differenziale di R, cioé

ds=dR
e quindi ¢ e R differiranno per una costante,
cioé
s=R+C;

Pascar, Calcolo infinitesimale, 1. . A
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se cominciamo a contar l'arco di evoluta da un
punto in cui il raggio R abbia un valore partico-

~lare Ry, si.ha che per £=0 deve essere R=R,¢
quindi C=— R,, onde:

¢ = R -_ Ro
cioé: Uarco di evoluta é la differenza fra i ragg |

di curvatura corrispondenti ai due punti estremi
dell’arco.

Fig. 7.

L'arco CC” dell’evoluta é la differenza frale
due rette P C e P* C". Onde possiamo dire che se
si suppone attaccato un filo attorno all’evoluls,
fisso in un punto C’ di essa e avvolto attorno essa
lungo 'arco C’C, mentre poi in C si stacchi da ¢
e in linea retta vada fino in P, svolgendo il filo,
mantenendolo sempre teso, I'estremo P descriverd
la curva data.

Infatti in una posizione qualunque, p. es. P”C",
essendo il fillo sempre tangente a ¢, esso sard .
normale alla curva data f. Inoltre se P' 3N panle
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in cui taglia la curva data, deve essere C” P — C P
>guale all'arco €” C; ma la.quantita di cui nello
svolgimento si é venuta ad allungare la parte ret-
lilinea del filo é esattamente eguale all’arco C C”,
onde la nuova posizione di P coincide con P”
sulla curva f.

Per questa proprieta l'evoluta si chiama anche
sviluppata; e f si chiama sviluppante.

Ora si domanda: se in luogo di scegliere il punto
P del filo, ne scelgo un altro, p. es., Q, esso de-
scriverd un'altra certa curva f’; tale altra curva
3i puo considerare anche come evolvente di ¢?

Questo problema si connette evidentemente col-
I'altro cui abbiamo accennato in principio: data
la evoluta, come si trova la evolvente?

Io dico che la f’ é effettivamente una evolvente
1i ¢. ’

Infatti troviamo le coordinate @,y di un punto
qualunque Q" di f’, supposlo che E,n sieno le
cocrdinate di C” cioé del punto corrispondente
dell’evoluta ¢.

La lunghezza C” Q' é uguale alla lunghezza com-
pleta del filo da C’ fino a Q" diminuita dell’arco
C” C' cioé Q" C"”=1—o, indicando con ¢ l'arco
di ¢ contato dall'origine fissa C’; inolitre i coseni
degli angoli di direzione di Q" C” (essendo Q" C"

. . d’ l i
tangente a ¢) sono rispettivamente ﬁ , %l—:, onde
infine si ha

l
@—t=(—0) ;IE
dn
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11 segno del secondo membro in queste formole
puo determinarsi considerando una speciale fi-
gura, con un ragionamento simile a quello fatlo
a pag. 253-254, e si trova cosi che queste formole
sussistono anche nel segno.

Dico che la curva le cui coordinate sono =z, y
ha per evoluta ¢.

Bastera percio dimostrare che Q C é la normale
alla curva.

Giacché é chiaro che la posizione limite del
punto d’incontro di due tangenti di ¢ che tendono
a coincidere é il punto di contatto, e siccome noi
sappiamo che la posizione limite dell'incontro di
due normali di f” é il centro di curvatura dif’
cosi quando avremo dimostrato che Q C é normale
di f’, ne deriveremo subito che i puntl dl @ Sono i
centri di curvatura di f".

Ora si ha:

dx:de+(t—o)d(d’;)——dc_a—o)d( )

ds
d
da —(l’r-l-(l-—a)d( )——dc:(t—a)d(‘(il ) '

donde: ' .
dxn dt
l’.l’d('d—n)*—([y(l(m)zo.
Ma da:
d dx
(lla) +(d6)——
si ha:

u Qs

(d&)(lc, (l'r. dx
d =
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onde infine:

dz dr
dw?i—a-{-dya—ﬁ—o

0 anche
dy _ 1
de— dn
dg

Questa relazione ci dice che i coefficienti ango-
lari delle tangenti alle curve f’ e ¢ sono inversi
fra loro e di segno contrario, e quindi le due tan-
genti alle curve f’ e ¢ sono fra loro perpendico-
lari; onde la Q” C”,che é tangente a ¢, sara nor-
male a f". ‘

Questa ricerca, oltre darci il mezzo per costruire
la evolvente di una curva data, ci dice anche che
di tali evolventi ve ne sono infinite corrispondenti
agli infiniti valori ¢, e inoltre non ne esistono altre
all'infuori di quelle date dalle formole precedenti;
perché ogni curva che ha per evoluta ia ¢ deve
potersi descrivere sviluppando un filo avvolto at-
torno la ¢, e quindi rientra sempre nella serie di
curve f, f'....

Tutte queste curve ff’... hanno inoltre nei punti’
corrispondenti le stesse normali, e quindi avranno
le tangenti parallele.

Passiamo ora ad applicare le formole prece-
denti ad alcuni esempi:

1. Si voglia U'evoluta dell’ellisse:

x? y! .
at =t
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Possiamo esprimere le coordinate @, y in fun-
zione di un parametro ¢ ponendo

x=acost
y=bsent.
Si ha allora:
dx=—asentd
d y=0bcostdt
d*x=—acostdit
d*y=—bsentd
onde:
ds=va*sen®*t 4 b¥costid¢
dodty—dydix=abdd
¢ percio -
2 2 2 2
g_w=__a sen t—;—b cos tcost
2 £4 14 2
n_y;__a sen t-l})-b cos t“nt
2 2 2 2 —ph2
izacost——a sen t;i-b cos tc (= b cost
_b—at s
= —F send {.

Sc si elimina ¢ si ha la relazione fra &, » che
rappresenta la evoluta. Si ha:

2 2
(at)3=(a%®— 0?3 cos?t
2 2

(b )= (Yt — a?3 sent ¢

donde

2 2 2
(@83 4 N3 =( — 3.
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2. Passiamo a trovare I'’evolventedi un cerchio:
B n?=rt
Dobbiamo -applicare le formole:
y — ag . . d=
z=Ft(l—0)_= , y=nt({—0)

In primo punto sara utile esprimere &, n come
funzioni di una terza variabile; e percido poniamo:

E=rcost , n=rsenod
donde
di=—rsenbdb
dn=rcosbd®d
do=rdb
a=1rb6
e percio

x=rcoso—({—rob)sensd
y=rsenb-4(t—ro)cosh.

Eliminando fra queste la 6 si ha l'equazione
della soiluppante o evolvente di un cerchio.
Dalle due equazioni di sopra si ha:
2t yt=rid-(t—rot
xcosb+tysenb=r
donde:

V=T
- r

¢ quindi, sostituendo nella seconda, si ha

(—VEFF=r - VEEFoT
r ro,

Per ogni valore di ¢ si ha una sviluppanie.

r.

& Cos -+ sen
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§ 8. Contatti delle curve. — Si abbiano due curve
di equazioni y=f(x), y=1q¢(x) e le funzioni f, ¢
abbiano nel punto a le derivate finite e continue
sino a quelle di ordine n.

Per una formola nota si ha:

J@+R=f@+hf @k o @ +-0n By
gl@ath)=¢@+ho'(@+...+ % o™ (a-}0'n h).

La differenza delle due ordinate nel punto a4-hA
sara

Sfla+h)—¢at-h)=[f@)— @]+, [f (1) —¢' (@
... .+::_';[f(n)(a+e. h) — g (& + ¥'n A)]

_Ora se le due curve passano ambedue per a
si avra:

S@) —¢(@)=0,
e percio la differenza fra le due ordinate avra

per fattore ~A; é quindi un infinitesimo insieme
con h.

Se poi é anche:
S (@) — ¢’ (a)=0
allora le due curve avranno le tangenti comuni,
cioé un contatto in a, e la differenza fra le ordi-
nate avra h®* per fattore, cioé sara un infinite-

di 20 ordine rispetto ad A.
In generale, se si ha:

SO (@) — ¢® (@) =0 =002 0
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senza che si abbia anche:
SEHD (@) — ¢GAD (@) =0

si dira che le due curve hanno un contatto di or-
dine i, ed in tal caso la differenza delle ordinate
nell’inforno di @ é un infinitesimo di ordine i+ 1
rispetto ad A.

Osserviamo che nei contatti di ordine dispari la
difterenza delle ordinate nel punto a 4 2 non can-
gia di segno con A, mentre tal differenza cangia
di segno con /i nei contatti di ordine pari. Cid
significa che nei contatti di ordine dispari, se a
destra di a l'ordinata della prima curva é mi-
nore di quella della seconda, anche a sinistra ac-
cadra lo stesso, cioé nell'inlorno di @ la seconda
curva stara tutta da una medesima parte rispetto
alla prima curva; invece nei contatti di ordine
pari se l'ordinata della prima curva é minore di
quella della seconda a destra di a, ne sara invece
maggiore a sinistra di a, cioé le due curve si toc-
cheranno ma intersecandosi.

Si pud dimostrare il seguente teorema :

Se due curve f, ¢ hanno fra loro in a un con-
tatto d’ordine i, una terza _curva ¢ che abbia con
S un contatto in a dordine k (k< i) avra anche
" eoll’altra un contatto dello stesso ordine k.
[nfatti per ipotesi si ha che

fa+h)—o(@+ h)=hi+1A
mentre :

S@+h) —j(a+h) =h+1 B,



266 Cap. VI § 8. Contatli delle curoe.

onde:
¢ (@+h) =} @+ h)=h¥+1 (B — hit+k A)

cioé la differenza fra le ordinate di ped¢ é un-in-
finitesimo di ordine k£ 4 1. Se fosse k> i, allora ¢, ¢
avrebbero almeno un contatto di ordine i.

Si abbiano due curve f, ¢ con un contatto di
ordine ¢ in un punto a. E facile vedere che non ¢
possibile condurre fra le due curve una terza
curoa ¢ la quale nei punti prossimi ad a stia
compresa fra le due curve date, e che abbia con
una delle due curve e quindi anche coll’altra, un
contatto di ordine inferiore ad i.

Infatti la differenza:

v@+h)—q(ath)

sarebbe un infinitesimo di ordine inferiore ad ¢ -1,
mentre :

f@a+h —q@th)

¢ un infinitesimo di ordine i+4-1; onde per A pic-
colissimo la prima differenza sarebbe maggiore
della seconda e quindi il punto di ¢ non potrebbe
stare compreso fra f e .

Vogliamo ora dimostrare che : una curoa avente
in un punto, con ur’altra fissa, un contatto di
ordine i, si puo considerare come la posizione li-
=~ un'altra curoa che passi per L3¢\ punii
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della prima quando questi i + 1 punti si avmcc-
nano indefinitamente.

Infatti supponiamo il teorema vero per un con-
tatto di ordine { —1 e dimostriamo che é vero pel
contatto d'ordine ¢. -

Se vogliamo che la curva ¢, che ha un contatto
d'ordine { —1 con f, passi per un altro punto di
f corrispondente all'ordinata f(x - A), dobbiamo
porre la condizione che I'ordinata di ¢ sia uguale
a quella di f nel punto &+ A, cioé che:

Sfle+h)—¢@+h)=0.

Ora sviluppiamo colla formola di TayrLor il
primo membro di questa eguaglianza. Essendo
zero le differenze:

f(@ —o@),f @ —o (@),..., -1 (x) — o1 (x)

perché si é supposto che le due curve abbiano un
contatto d'ordine ¢ — 1, si ha che lo sviluppo é

I NN
0=f(@+h) —¢@+h)= :—, I_f(-) (@) — o) (:c)J +
hi+1
+ i
e dividendo per A¢ e facendo poi convergere i a
zero, con che il punto di ascissa x4 viene ad
avvicinarsi indefinitamente al punto @, si ha:
SO (@) — o) () =
cioé le due curve vengono ad avere un contatto
d’ordine . ‘
Ripetendo ora lo slesso ragionamen\o PR\ Teso

[f(c'+l) (@ + 0 h) — g6+D) (@ 4 0 h)—l
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di i=1 si vede che se due curve hanno un punto
comune a, e un altro punto d'intersezione .viene
a coincidere con quello, le due curve acquiste-
ranno un contatto di 1° ordine; se poi ancora un
altro punto d'intersezione si accosta indefinila-
mente ad a, le due curve verranno ad avere un
punto di contatto di secondo ordine, e cosi di se-
guito.

I1 teorema dimostrato si puo enunciare in altro
modo, che del resto ha poca precisione ma ha il
vanlaggio di rappresentare sotto una forma intui-
tiva la natura del contatto.

Si puo dire: '

Se due curve hanno un contatto di ordine k in
un punto a, passano ambedue per i medesimi k 41
punti infinitamente vicini.

Consideriamo ora il contatto di una retta con
una curva, cioé consideriamo il contatto della
tangente.

L'equazione della tangente é:

Y=y+X—a)y
e le derivate di Y rispetto a X sono:
y , 0, 0,...

Onde se in un punto a, y di una curva, la 2a de-
rivata di g rispetlo ad « non é zero, allora fra la
curva e la tangente vi sard un contatto di 1° or-
dine. Se poi si ha anche la 2* derivsia zero wewa
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esserlo la terza, si avra un contatto di 20 ordme,
cosi di seguito.

§ 9. Curve osculatrici. — Immaginiamo fissata
una certa curva fe un punto a qualunque su
essa, e si abbia I'equazione di un’altra curva ¢ di
una determinata specie, e nella quale figurino ¢
costanti arbitrarie. Noi potremo in generale deter-
minare queste costanti in modo che ¢ abbia con
fin a un conlatto d'ordine ¢ — 1; dovremo, per far
cio, porre le i equazioni:

f@)  =q(a)

S(@ =q¢(a)

SO0 (a)= ¢ 6= (a)
dalle quali ricaveremo i valori delle ¢ costanti, in
un sol modo o in pit modi.

Si avranno cosi una o piu curve ¢ che avranno
con f il massimo contatto che una curva della
specie della ¢, possa avere con f in un punto qua-
lunque; tali ¢ si chiamano le curve osculatrici di
fin a.

Bisogna perd notare che il punto a si suppone
qualunque su f; per punti speciali di f l'ordine
del conlatto di una curva ¢ pud essere anche
maggiore di { — 1.

Cosi p. es. immaginiamo 'equazione di una retta
nel piano. Essa ha due costanti arbitrarie; quindi
la retta osculatrice in un punto qualunque di f é
una langente ordinaria che ha un contatto di1e or-
dine ; perd cié non toglie che vi possano esseve A\
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punti speciali di f nei quali la tangente abbia un
contatto di ordine superiore.

Consideriamo ora 'equazione di un cerchio; essa
ha tre costanti arbitrarie; quindi al massimo pos-
siamo disporre di queste tre costanti in modo da -
formare un cerchio che abbia colla f in un punto
arbitrario un contatto di 2° ordine.

Il cerchio che sara cosi determinato qualunque
sia il punto della curva sara il cerchio osculatore
in quel punto.

In generale il cerchio osculatore, avendo un con-
tatto di secondo ordine, segala curva.

E facile oraJdimostrare che il cerchio osculatore
alla curva in un punto non é altro che il cerchio
di curoatura, cioé quello che ha per centro il cen-
tro di curvatura, e per raggio il raggio di curvatura.
- Infatti se:

@— B4y — =R (1)

¢ 'equazione di un cerchio, formando le derivate
prime e seconde di y rispetlo ad x, e eguaglian-
dole con quelle ricavate dall'equazione della curvs,
cioé con f’'(x), f” (x), o anche pilt semplicemente,
derivando due volte successive questa equazione
totalmente rispetto ad @, e poi sostituendo f’ (),
f" (@) in luogo di ¥', y", si ha:

(@—E)4(y —=)f (@)=0 : )
L+ f @B+ @y—nf" ()=0

dalle quali si delerminerebbero e coordinale %,
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del centro del cerchio, se (z, y) € il punto di f.
Ora si vede che queste equazioni sono le stesse
,di quelle che servirono a determinare il centro di
curvatura.

Consideriamo similmente 1'equazione di una co-
nica; essa ha cinque costanti arbitrarie ; dunque
una conica osculatrice ad una curva avra un
contatto di quarto ordine colla curva %tes%a, c
cosi di seguito.

‘Abbiamo detto che in generale il cerchio oscu-
latore sega la curoa; onde se in qualche punto
della curva noi possiamo a priori affermare che
il cerchio osculatore o di curvatura non sega la
curva, possiamo conchiudere che in quel punto vi
¢ un contatto di ordine superiore al secondo e
propriamente dispari.

Cio p. es. si verifica nel vertice della parabola;
in uno dei quattro vertici dell'ellisse e cosi di
seguito.

Si pu6 dimostrare che se il contatto € di ordine
dispari, il raggio del cerchio osculatore, o, cio che
é lo stesso, il raggio di curvatura é un massimo
0 un minimo rispetto ai raggi dei cerchi oscula-
tori nei punti vicini al punto considerato, e reci-
procamente.

Infatti, in primo luogo, dall’equazione :

(@—ye 4y —nf = R
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ricavando la derivata terza di y rispetto ad «
si ha:

mw_ 34y
y—r

e poiché per ipotesi y' y” (derivate dell’ordinata
del cerchio) sono uguali ad f’ (z), f” (@) (derivate
dell'ordinata della curva), ed inoltre per le formole
delle coordinate del centro del cerchio osculatore
sappiamo che

Y

9

1 2
Yy—n=— +;:f ’
si ha:
3f’fl'!
m__ 9.
y —1+flg'

Vediamo d'altra parte quale espressione risulta
per f*, dall'ipotesi che R sia un massimo o mi-
nimo. ’

L'espressione di R é data da:

a4re .
R*= e

Dobbiamo eguagliare a zero la derivata di R
rispetto ad a, cioé dobbiamo porre:

B SRR SS — (L4 f235 7 7 =0

donde:

3 fl f”g

1+,

che paragonata coll'espressionedi g da f™ = y",
cing, se R ¢ massimo o minimo, anche e \evie

fl/l —_—
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derivate dell’'ordinata della curva e dell'ordinata
del cerchio sono fra loro eguali, e quindi vi é un
contatto di 3¢ ordine.

Dalle stesse formole si ricava naluralmente an-
che il teorema reciproco, perché, ponendo f”' = y"’
si ricava:

dR
az =

Secondo il risultato generale dimostrato nel pa-
ragrafo precedente che cioé una curva che ha con
un'altra un contatto di ordine i si pu6 considerare
come la posizione limite di una curva che abbia
colla prima ¢ 41 punti comuni quando questi punti
si avvicinano infinitamente, possiamo dire : ’

Il cerchio osculatore ¢é la posizione limite del
cerchio che ha colla curva la medesima tangente
in un punto, e un altro punto comune, quando
quest’altro punto si avvicina al primo.

Oppure:

Il cerchio osculatore ¢ la posizione limite del
cerchio che ha colla curva tre punti comuni quando
questi punti si accostuno indefinitamente.

Come applicazione di questo, vogliamo ricer-
care la parabola coll'asse parallelo a quello delle
y, e che abbia il contatto pit1intimo possibile colla

x3
curva y = —3 nel punto #=a.
L’equazione della parabola sara in generale:
@—af=2py—9h

Pascar, Calcolo infinitesimale, 1. w
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dove «, B, p sono costanti da determinare.
Dall’equazione della curva data abbiamo inta

3at , 6x 6
I=—g V=g V=09

m_— ()
=0U,...

mentre dall’equazione della parabola abbiamo

_(@—at

2p +8

=7
-Onde, poiché la y” della curva data non é z
si vede che al pil non possiamo far altro,
rendere eguali le derivate sino a quelle di 20
dine; quindi al pit vi potrd essere un cont
di 20 ordine.
Dall'eguaglianza delle derivate seconde si ric
(ponendo @ = a):

y  y"=0.

6_1
=
cing:
= 3‘ a.
Dall’eguaglianza delle derivate prime si ha
a—a_q
cioé:
a—a 1 1
a = _—2. s 9= —3!‘ [\ N
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e quindi dall’eguaglianza delle due y si ha infine:

(@ — a)?

3p +B8=a;
donde :

1
ﬁ—Ta.

L'equazione della richiesta parabola é dunque:

(-2=56-9)

§ 10. Curve inviluppi. — Immaginiamo una equa-
zione f(@,y,a) =0 contenente un certo parametro
arbitrario a; per ogni valore di a questa equa-
zione rappresentera una curva. Tutte le curve
che cosi si oltengono, facendo variare a con conti-
nuita, possono incontrarsi a due a due in punti, i
quali possono tendere a cerle posizioni limiti,
quando due curve infinitamente vicine tendano a
coincidere ; il luogo di tutti questi punti limiti si
chiama I'inviluppo delle curve f, che si chiamano
a loro volta inviluppate.

Un punto dell'inviluppo sara dato dall’interse-
zione delle curve:

S@y,a)=0
S@yat+ra)=0
quando Aa converge a zero. Ora la curva

feyatia—f@ya_,
Aa -

passa per le medesime intersezioni ; quindi, porShe
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il limite del primo membro di questa relazione per
af
da
sta), si ha che i limiti delle intersezioni richieste
sono date da quelle delle due curve:

Aa=0 é proprio la derivata (supposto che esi-

S@,y,a) =0
hf(.'z:,,y.a)__ﬂ .
oa

Per avere quindi 'equazione dell’inviluppo non .
resta che eliminare a fra queste due equazioni. !

Le curve inviluppi godono di una proprieta sin-
golare che é quella che ha dato loro il nome.

Si puo dimostrare che ogni curva inviluppata é
tangente all’inviluppo.

Prima di passare a dimostrare questa proprietd
¢ bene ricordare che nelle lezioni precedenti ab-
biamo gia studiato un caso particolare delle curve
inviluppo. ‘

Quando abbiamo considerato il luogo dei centri
di curvatura di una curva, abbiamo mostrato che
questi centri non sono che le posizioni limiti delle
intersezioni di due normali consecutive della curva;
si vede percio che I'evoluta di una curva rap-
presenta 1'inviluppo delle sue normali. Abbiamo
poi in quella occasione effettivamente dimostrato
che ogni normale é tangente all'evoluta, proprieta
che rientra, come caso particolare, nel teorema
generale che vogliamo dimostrare gul.

Nimostreremo che ogni curva flw.g,0y=N %
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tangente all’ inviluppo, o, cio che é lo stesso, che
la curoa f (x, y, a) =0 el’inviluppo, hanno nelpunto -
corrispondente la medesima tangente.

Infatti l‘equaznone dell’inviluppo é data dal si-
stema delle due equazioni:

S&¢a) =0
of@y.a)
fa ’

Supponiamo che (®.y) sieno le coordinate del
punto della curva f che appartiene all'inviluppo.
Per avere il coefficiente angolare della tangente

alla curva f dobbiamo ricavare g;zdall’equazione:
of + ofdy _ 0, )

e per avere quello della’ tangente all'inviluppo
dobbiamo ricavare la medesima derivata da:

ofdy  ofda
+ayd:c Padxe”

dove pero in luogo di a dobbiamo supporre posto
il valore preso dalla seconda equazione.

Ora ponendo per a questo valore, la equazione
(2) si riduce alla stessa forma di (1); ma pero re-
sta ancora una differenza apparente, inquantoché
nella (1) bisogna supporre sostituito per a il va-
lore ricavato da f(x,y,a) =0 e nella (2) bisogna
invece supporre sostituito per a il valore preso da
ar
d_a:O'



278 Cap. V1. § 10. Curve invilupp:.

Ora gquando (z, y) é il punto comune alla curva e
all'inviluppo le due equazioni

_ dfz.y.a)
f@ya=0 e =—""==0

sono soddisfatte per uno stesso valore di «, e quindi
I'a ricavata nel primo modo é la stessa dell'a ri-:
cavata nel secondo modo; percio le (1), (2) ven-
gono a coincidere, e quindi i coefficienti angolari
delle due tangenti sono eguali.

Passiamo a qualche applicazione :

1. Si voglia l'inviluppo delle ellissi concentri-
che tali che la somma degli assi sia costante, e
questi assi stieno sempre situati sulle medesime
rette.

La equazione di una siffatta ellisse ¢:

2, ¥
@t F—ap =t
Derivando rispetto ad a si ha:

2 o® 2yt
a® T (k—ap

0)

¢ questa, unita colla prima, ci d4 per equazione
dell'inviluppo
22 2
-’L‘3 +!j3 =1€3.
2, Si voglia I'inviluppo delle parabole che hanno
il medesimo asse e il cul vertice sin Y\l dn
\ .
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un punto su quest’asse di una lunghezza eguale
alla meta del parametro della parabola.
L'equazione di una siffatta parabola é:

x’=2p(w—- —g—)

Derivando rispetto a p si ha:
20 —2p =0
donde:
x=p
e quindi per equazione dell'inviluppo si ha:
y‘=2x(az—— %x):w’
cioé si hanno le due rette:
y—xe=0 , y+ax=0
che sono le bisetirici degli angoli degli assi.

3. Sia 8 I'angolo che la tangente alla curva in
un punto forma con l'asse delle . Allora l'cqua-
zione della tangente sara:

Y—Yo=(x—wo)lgo
che puo scriversi:

2 sen h — y cos b= f(4) (1)

essendo f(6) una .certa funzione di 6 dipendente
dalla natura della curva. Le espressionl &\ %o ye'™
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9 . . . - o,
funzione di 6, che servono per trovare la funzione
f(9), si ricaverebbero dalle due equazioni

¢ (0,0 ) =10
dyo —
ED —tge.

Se noi ora troviamo l'inviluppo di tutte le lan-
genti dobbiamo riavere la curva data, onde la curva
sara data dall’eliminazione di 6 fra (1) e:

& cos 84 y sen 6 = f"(0) @
Piendendo 6 per variabile indipendente si pos-

sono trovare le coordinate &,y in funzione di ¢,
cioé :

x=f"'(6) cos o +f(6) sen b
y =['(8)sen6—f(b)cose
che differenziate danno:
de=[f"® 4+ ()]cosedé
dy=[f"@®—+f(®)]senodo
donde:

ds=[f"0+7®)]ds,

ed essendo do I'angolo di contingenza ed essendo

ds =R, (raggio di curvatura) si ha infine

de
R=f"®4f(©

espressione assai rimarchevole del raggio di cur-
vatura in funzione dell'angolo che la tangente fa
coll’asse delle .
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§ 11. Tangente e piano normale a una ourva storta. —
Nei paragrafi precedenti abbiamo considerato le
curve piane; ora vogliamo passare a studiare le
curve nello spazio a tre dimensioni, e che si chia-

* mano curoe storte, o gobbe, o sghembe.

Immaginiamo una retta che pas8i per due punti
abbastanza vicini di una tal curva; se tali
due punti si avvicinano indefinitamente, questa
retta (secante) puo tendere in generale verso una
certa posizione limite. In tale posizione la retta si
chiama tangente alla curva data.

Vogliamo ora incominciare a trovare le equa-
zioni di questa retta tangente.

Sieno:

y=f()

3 =y9 ()

le due equazioni della curva. Se
z+ Az
yt+ay
3+4+Az

sono le coordinate di un punto della curva pros-
simo al punto @y, 2, la congiungente questi due
punti, avra per proiezione sul piano @y la con--
giungente i punti:

@y . @+ix , y421y)

e sul piano xz la congiungente i punti

2 , (x4+Ax , 222,

-
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Tali proiezioni sono dunque:
(X — )Y
Y—y=X—-a)
: Az
Z—z=X—u) vl
¢ nel limite diventano:

ey dy
Y—y=(X a:)dz
. N L
[—3—(("—%)&—2.

Queste ultime rappresentano dunque le equazioni
della tangente alla curva data. Esse si posscno
comprendere sotto una formola unica e simme-
trica, cioé:

X—x Y—y Z—3

de ~— dy ~ dsz° ®

Sc le coordinate @, y, 3 di un punto della curva
sono date in funzione di una quarta variabile {,
si ha:

¢ quindi allora le¢ equazioni della tangente ver-
ranno sotto la forma

X—ax_ Y—y Z—z

7O 70 70 ®

Supponiamo inoltre che e equazion A e
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vengdno date sotto la forma generale:
Sfl@,y,5=0 , F(x,y,23)=0
Allora avendosi :

‘ fda:—{- 'fdy+a'fdz—- )
, ®3)

d .’L‘+ + d 2=0 s

dovremmo ricavare da queste equazioni i valori

di dw,dy, ds, che risultano proporzionali ai de-
terminanti di secondo ordine formati colla matrice:

of of of
ox 0y 0z
oF oF ¢F| @
ox 0y EX]

e indi dovremmo porre questi valori nei deno-
minatori della formola (1).
Pero possiamo anche procedere diversamente.
Osserviamo che per effetto delle (1) i binomi

X—ox , Y—y , Z—z
divengono proporzionali a d @, d y, d z; quindi nelle
(3) se noi sostituiamo i detti binomi a questi dif-

ferenziali, abbiamo due equazioni che rappresen-
teranno la tangente richiesta, cioé:

o (x— »c>+af

oF o F '
or X~w>+.—dﬁ7/<Y—y>+E<Z—z>=u\

— 9+ (a'—";(z—;)z(»'
5)
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Consideriamo ora il piano che passa pel punto

di contatto della tangente e che é ad essa perpen-
dicolare ; questo piano si chiama il piarno normale
alla curoa. .
. Per trovare l'equazione del piano normale non
c'¢ che applicare le regole della Geometria anali-
tica per condurre il piano perpendicolare alla retta
rappresentata dalle equazioni (1).

L'equazione di un tal piano sara in generale

Xdz+Ydy+2Zdzs+ C=0

essendo C una costante dipendente dal punto pel
quale si vuole far passare il piano.

Ora si é detto che il piano normale deve pas-
sare pel punto di contatto, percioé la sua equazione
deve essere soddisfatta dalle coordinate (@, y, 3),
onde : '

C=—(@da+ydy+sd2),
¢ percio il piano normale é:
X—2)dor4+Y—ypdy+(Z—23dsa=0. @)
Se le equazioni della curva sono date sotto la
forma: )
Sl y,2)=0 Fxy4,3)=0
per modo che, come abbiamo visto, i differenziali
dx, dy, dz risultano proporzionali ai minori di 2¢

ordine dati dalla matrice (4), si ha per equazione
del piano normale :
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oF
o F

¢z

| 2f
(X—a) f : ;/_

j—

ez

+(Y—p

+(Z—2

o
0z

~

Yo
i O,
’b
)

¢

|

8

8

0F

1

oF T
o
oF|
X

=0.

oF

Y

.f
¢y

Possiamo otlenere subito le formole che danno
i coseni di direzione della tangente alla curva;
formole che del resto le abbiamo gia ottenute avanti
in altro modo. :

I coseni di direzione di una retta sono dali in
generale dal rapporto della proiezione di un seg-
mento della retta sugli assi z, g, z per il segmento
stesso.

Ora segniamo sulla tangente un segmento r con-
tato dal punto X, Y, Z sino al punto di contalto
2, y, 3. Le proiezioni di r sono rispettivamente

X—ax , Y—y . Z—3,
onde i coseni richiesti sono:
cos (¢ m):X—w
cos (ty) = Y:y
cos (t 3) = Z—x

r
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ln_tanto
r=VX—aF + (Y9 +Z— 2,

e dall'equazione (1) della tangente si ricava che i
binomi :

X—2 , Y—y , Z—z
sono proporzionali a d, dy, d:, cioé che:
X—ax=pdax , Y—y=pdy , Z—2z=0pds3

onde sostituendo si ha infine:

cos(fa) — =% d 4=
Vda@®Fdyf+dst  ds

dy dy

cos(ty) == =
= s ran  ds
cos(t 3)==k= ds =g-—z—
_ VidZfdyfFds . 48

ricordando le formole del Cap. VI, §1 per le quali
il differenziale d s dell'arco s della curva si espri-
meva mediante i differenziali delle coordinate colla
formola

ds=yVda*Fdgf Fdat

Vogliamo applicare queste formole ad un esem-
pio.

Consideriamo la cosiddetta elica cilindrica.

Essa ¢ una curva generata nel seguente modo.

Immaginiamo un cilindro retto colla basa circo-

lare di raggio r. Immaginiamo pol un tHisngo\o ahe
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che si avvolga attorno al cilindro in modo che il
cateto a b venga a combaciare colla base del ci-

\“_ \
\\\\
z
\
\
.
|
|
i !
U A /v
Y
e l,‘/"“\\l
o A1
7] 3 .
a \Q
c
v
Fig. 8.

lindro retto. Allora I'ipotenusa a ¢ disegnera sul

cilindro una certa curva a spirale che ¢ grogria
l'elica cilindrica.
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Noi dimostreremo la seguente proprieta carat--
teristica di questa curva: la fangente in un qua-
lunque punto si inclina sempre del medesimo an
golo sul piano x y, o, ¢i6 che é lo stesso, l’angolo
della tangente coll’asse delle 3 é costante.

Prima di tutto troviamo le equazioni dellelica.

Sia P un suo punto qualunque ; é evidente che
conducendo da P la perpendicolare sul piano zy,

-1l piede di tale perpendicolare deve cadere sul
cerchio base del cilindro.

Intanto P Q & la coordinata z del punto P, e dal
triangolo a P Q si ha:

i=PQ=aQ.tge.

Se congiungiamo Q con O, la lunghezza aQ é
I'arco della circonferenza della base del cilindro,
e quindi é uguale a: i

ra
essendo « 1'angolo a O Q, onde:
z2=uarigo,

dove rtgé é una costante per qualunque punto
P dell'elica.
D'altra parte lec o, ¥y sono rispettivamente QS e
QR, e cioé
r=rsena
y=rcosa,

onde infine si hanno le tre coordinate di un punto
dell’elica espresse in funzione delle variabile indi-
pendente a.
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Troviamo il coseno dell' angolo che la tangente
fa coll’asse delle 5. Si ha:

drx=cosxda
dy=—rsenardax
dza=rigida

onde :

cos(tz):tgo——l——~ =seno.

Vi+tigh
A}

Di qui si vede che questo coseno é indipendente
dall’angolo «, ¢ quindi & lo stesso per tutti i punti
P dell'elica.

§ 12. Piano tangente e retta normale ad una su-
perfleie. — Immaginiamo una superficie:

f(mx.%z):‘-O,

e per un punto di essa suppomamo che passi
un’altra superficie qualunque

F(z,y, 5 =0

Allora le due superficie definiranno una cerla
linea che nel punto x,y,2 ha per tangente la retta
rappresentata dalle due equazioni:

, .
—2( X — )+ f(Y y)+—f<7—~=0)
. I)

oF : . F
J(X—l‘)'f‘a() ) -t ~\—\\\

Pascar, Calcolo infinitesimale, \. W
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Ora se la seconda superficie =0 si fa variare
in un modo qualunque, si hanno altrettante linee
¢ altrettante tangenti a queste linee in quel punto.

Si vede subito dalle (1) che tutte queste tangenti
vengono a stare in un piano.

Infatti la prima delle equazioni (1) non dipende
affatto dalla natura della seconda superficie va-
risbile =0, e quindi tutte le tangenti staranno
in un piano fisso che ha per equazione la prima
delle (1).

Questo piano si dice piano tangerite alla super-
ficie f=0.

Seora conduciamo pel punto di contatto del piano
tangenle la retta perpendicolare a questo piano,
abbiamo la cosiddetla normale alla superficie.

L'equazione di questa normale per i principii di
Geomelria analitica sara data da:

X—w Y—y Z—=x
o ar o if @
cw cy 03

E se inveee indichiamo con p, g le derivate par-
ziali di 5 rispetto ad x e y, cioé poniamo:

P f of

A N sty
P=¢e—7T 1T T Ty
3 0z

Yequazione del piano tangente diventa:

X=)p+ (Y —pg=2—=% (S
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¢ le equazioni della normale diventano

X—ax Y—y Z-—3
p —  q = —1

©

Se vogliamo i coseni di direzione della normale,
dobbiamo sulla relta (2) operare analogamente come
abbiamo fatto nel paragrafo precedente a proposxto
della tangente alle curve ; si ha cosi:

cos (na)y ==k

VE) G+ ()

€08 (n g) =

cos(n 5)==

—T—-{Tf-‘z—.ﬁz’
V) + () +(2)

¢ sc¢ invece prendiamo I'eqiazione della normale
solto la forma (4) abbiamo:

cos (nx) = e ————
RAEYET:
‘1
cos(ny) ==+ —————
J V1 +p’+1;~
|
cosS (A )= ———-———

4

Y
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Vogliamo applicare queste formole a dimostrare
la seguente pr¢
considerazioni
colare, la norn
lo stesso angol

Prendendo I' |
per piano @y i i
pel vertice, I'eq !

#=at @+,

dove a ¢ la colangente dell'angolo costante che
una qualunque delle generatrici del cono forma
coll'asse 3.

Onde:
p= _az
VT
q= _ay
Vet + g
VIidEpt+geg=/I1+a
¢ percio
|
€0s (n 3) = o= ————— == costante.
ViFar

§ 13. Del raggio di curvatura in un punto di ana:
ourva storta — Nel caso delle curve piane noi per
studiare la curvatura abbiamo cominciato a con-
‘siderare le tangenti all'estremitd di un arco e I'an-
golo che queste tangenti formana tta \ovo.
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Nel c¢aso delle curve storte le tangenti non stanno
in un medesimo piano, ma noi per studiare la cur-
vatura continueremo a considerare l'angolo che
formano fra loro le tangenti alla curva.

Nel caso delle curve piane noi potremmo anche
iimmaginare che la ricerca si faccia nel seguente
modo.

Sia dato un arco di curva P P’; conduciamo le
tangenti agli estremi e poi da un medesimo punto
O conduciamo le parallele a queste tangenti, sino
all'incontro di una circonferenza di raggio 1 che ab-
bia il centro in O.Allora I'angolo delle tangenti ¢
misurato dall’arco di tal circonferenza; la curva-
lura della curva é il limite del rapporto fra I'arco
di tal cerchio e l'arco della curva (v. § 5).

Cerchiamo di estendere questa considerazionc al
caso delle curve storte.

Perché qui le tangenti non stanno nel medesimo
piano, noi considereremo una sfera di raggio 1, ¢
condurremo dal centro le parallele alle tangenti.

Ad ogni punto P della curva corrispondera un
punto p della superficie sferica; su questa viene
a disegnarsi una curva che puo chiamarsi la im-
magine sferica della curva data. Se l'arco della
curva data si fa tendere a zero, tenderd anche a
zero l'arco della immagine sferica.

Estendendo la definizione di sopra noi defini-
remo per curvatura in P della curva data, il
limite del rapporto fra U'arco della curva sferica
e l'arco della curva data. -

L'inverso di tal limite lo chiameremo poi raggio
di curoatura nel punto P, della curva; e cio per
considerazioni-analoghe a quelle sviluppoie v\ yS.
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Dopo avere cosi definita la curvatura in un punto
di una curva dobbiamo passare a darne la espres-
sione in funzione delle coordinate del punto e dei
differenziali di tali coordinale..

Dobbiamo percié naturalmente cominciare a
calcolare 1'arco sferico che chiameremo s. Ora
essendo «, B,y gli angoli di direzione della tan-
gente in P, le coordinate del punto p sulla sfera
di raggio 1, riferite al centro della sfera, come ori-
gine, sono:

cosa«, cosfl, cosy,

¢ quindi il differenziale dell'arco della curva de-
_ scritta da p sara (v. Cap. VI, § 1):

ds=\/(d cosa)?+ (d cos B+ (d cos 7)2.

Questa espressione la possiamo trasformare in-
troducendo le note espressioni di cos«, cos B. cos+.
Da:

cos«-—d—m
T ds

si ha:
dsd?x—dxdes

dcosa=
d s?

¢ quindi, elevando a quadrato, e poi scambiando
@ con y ¢ z, ¢ sommando le tre espressioni cosi
ottenute, si ha:

U o -
(Lot = g | () (@ g (92 | =

2dd?s .
- = (ded?e4-dyd>y+dzd s+

ol s3
(d? 8)2

F = (a4 d g A,

d 84
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Intanto da:
da*+dy*+ dzt=ds?
si ha (v. Cap. VI, § 1).
ded*z4dyd®y+dzd?z=dsd?s,.

onde infine:

do— V(@) + (d®y)® + (d? 2)° — (d®3)? )
ds

Se nella espressione sotto il radicale si sosti-
tuisce a d?s il suo valore in funzione (lelle coor-
dinate si ha infine:

1
15=7a \/(dyd’z—dz d3y)2-(dzd%z —dxd2g)2 |- (dxd2y —d y A2x)2 (2)

e se in (1) prendiamo s per variabile indipendente
sara

2s =10

e quindi:
da — a2 x\2 atz
ds V( 17 e” (d 92 ((l s”) @

§ 14. La normale principale. — Consideriamo in
un punto di una curva il piano normale, cioé il
piano perpendicolare alla tangente in quel puntn,
Ogni retta che sta in quel piano e che passa per
il punlto di contatto della tangente polrd conside-
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rarsi come una retta normale alla curva ; pero fra
tutte tali infinite rette ve ne & una che ha una
importanza caratteristica perché ha una posizione
speciale rispetto alla curva. Tale normale si chiama
principale.

Essa si ottiene cosi:

Disegniamo sulla sfera di cui abbiamo parlato
nel paragrafo precedente, la curva luogo del punto
p (immagine sferica), e disegniamo la tangente a
tal curva in p. Conduciamo poi da P la parallela n
a quesla tangente n'. La retta n é la normale
principale.

Noi dimostreremo, in seguito, delle proprieta ca-
ratteristiche di questa normale; per ora ci limi-
liamo a trovare le formole che danno i coseni di
direzione di questa retta.

I coseni di direzione di n sono gli stessi che
quelli di n’ che é la tangente alla curva sferica.
Quindi non resta che calcolare i coseni di dire-
zione di questa tangente che sono rispettivamente:

dcosa dcosB dCOST
da ' de ’ de

Chiamando &, =,  gli angoli di n cogli assi si
ds

ha dunque (cssendo R-== —)
da

a4 a%y adz
08St=R —— ds cosn=R —/—— dg costi=R as
c A \ 4 s
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¢, se si prende s per variabile indipendente, si ha :

—REZT osn=RYLY cosr—R L2
COSE—Rds”cos"—Rds”cos‘—Rds*'
§ 15. Del centro di curvatura. — Costruita pel

punto P della curva la tangente ¢ e la normale
principale n, disegniamo su questa, a partire da P,
una porzione P C per quanto é il raggio di cur-
valura R. Pero bisogna fissare da che parte di n
bisogna staccare questo segmento.

p ¢
R N~
n b
[

Fig. 9.

Se supponiamo per ¢ condotlo il piano perpendi-
colare ad n, i punti vicinissimi a P rimarranno
in generdle tulti da una medesima parte rispetto
a questo piano; é da questa parte che bisogna
staccare su n il segmento R.

11 punto C lo chiameremo centro di curvatura
della curva in P, e se poi da C conduciamo la
retta p perpendicolare al piano fn, questa si
chiamera la retta polare corrispondente a P,e la
parallela a p condotta per P si suol chiamare W
normale. :

v
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Ci proponiamo di dimostrare una proprieta no-
tevole della retta polare: essa rappresenta la
posizione limile verso cui converge !’ intersezione
del piano normale ulla curve in P, e di un altro
piano normale in un punto infinitamente vicino.

Infatti I'equazione del piano normale in P ¢
data da:

V=(X—ax)cosa +'(Y— y)cosB + (Z+ 2)cosy=10

essendo a, B, v gli angoli di direzione della tan-
gente. Se in questa equazione si sostituiscono ad
a, y,% le espressioni:

x—+Ax . y+Ay ’ s4Az

si oltiene il piano:
V4+iav=0,

che sara normale nel punto vicino a P. L’inter-
sezione di questi due piani sard la stessa dell'in-
tersezione dei piani V=0, e A V=0, e nel limile
questa intersezione é quella dei piani:

V=0 , dV=0

dove con d V si intende il differenziale di V, ciné
I'espressione che si ottiene considerando in V le
.y Y. 3, cOS«, cos B, cosy funzioni di una variabile
indipendente, ¢ differenziando rispetto a questa va-
riabile; cioe:

A V=(X-a)dcosa~+(Y-y)dcosB-}(Z£-z)dcosy—
—(dzcosatdycorPidzend =8,
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ora:
(lCOSa:COSﬁ(lG:—}{—COSE(lS
' 1
dcosﬂ:cos-ndo=ﬁcos-nds
1
(lco.‘;y:costcla:ﬁcoslds
e inoltre:
COSa—“d—w cosﬁ—gﬁ cos —ds
“ds "R ds ST=qs

onde infine si ha:
A V=(X—2z)cost+4(Y—y)cosv4(Z—z)cos;— R—=0.

Questa é I'equazione di un piano che é perpen-
dicolare ulla retta i cui angoli di direzione sono
%xn% cioé alla normale principale, che disla dal
punto di coordinate x, y, 3, cioé da P, di una di-
stanza quanto R, e che inoltre sta, rispetto a P,
dalla stessa parte da cui sta C; dunque questo
piano non & che il piano passante per p perpendi-
colare ad n; quindi l'intersezione di questo piano
col piano normale (che é il piano di » e di p) é
precisamente p.

‘Passiamo ora a trovare le coordinate del centro
di curvatura.

Chiamando &, y,, 2, le coordinatedi C si ha che
@, —x, Yy — Y, & — % sono le proiezioni di P C=R
sugli assi coordinati, onde:

x, —x=Rcost
Yy, —y-==Rcosx
2, — 2=Rcosy
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0 anche:

d
4TS

ds

oy
d
-‘/l="/+R’ dss

@y =w -+ R?

dz
dTe

ds’

5y =3+ R?

Ricerchiamo le espressioni dei coseni di dire-
zione della retta p (retta polare), o, ci6 che é lo
stesso, della binormale (v. pag. 297).

La retta p é perpendicolare ‘alle due rette, la
tangente e la normale principale. Ora di tali due
rette conosciamo i coseni di direzione, dunque colle
formole di Geometria analitica possiamo trovare i
coseni richiesti.

Chiamando 2, u, v, gli angoli della retta polare
cogli assi coordinati, ed essendo «, B, y gli angoli
di direzione della tangente, e &, n, { quelli della
normale principale, si ha che: .

COS 1. =CO0S BCOS §{ — COS Yy COSn

COS . = COSYCOS £ — COS a COS §

COS v==C0S a COS 7 — COS 3 COS E,

conoscendo le espressioni di Cos o, tORR, Ry,



Cap. VI. § 16. Contatti V(li curve con superf. 301

cosE, cosn, cost, si ha infine

dydiz—dadiy

COSA = B . rro
cosm— plEPr—disde
N ‘Vl. —= d ss
2, 2 .
cosy— R 42 ,!‘/de/‘d z

Le equazioni della retta polare sono:

X—2 Y—y, Z—2z
cosS»  COSm  COSv

dove «, y, 2, sono le coordinate del centro di cur-
vatura. | ’

§ 16. Contatto di una curva e di una superficie. —
Si'abbia una superficie S e una curva C che ab-
biano un punto di ‘comune M, e conduciamo la
normale alla superficie in M. Per semplicita sup- .
poniamo che questa normale sia 1'asse delle z; e
conduciamo dai diversi punti della curva le pa-
rallele a questa normale, per modo da formare un
cilindro che taglia la superficie S in un'altra
curva C'.

Le coordinate @, y, s delle due curve sieno espresse
in funzione di una medesima variabile indipen-.
dente ¢. Sviluppiamo colla formola di TAyLor le
coordinate # dei punti M’ e K, la differenza delle
cui coordinate z ¢ geometricamente espressa dalla
lunghezza M’ K, (fig. 10).

Se per la curva C si ha 3=f{{) e per ' &\ W
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s=1¢(¢), si otterra:

SO =S o)+t —1to)f (Lo )+ f'(to)-i-

l
SO = ello) - ( — to)g 0+ St . ¢ (Eo)F -

supposlo che al punto M corrisponda il .valore 4
del parametro (.

Fig. 10.

Onde:

M K=|f({to)—s o)+t —1to)|f" (o) — ¢ (o)l

Le considerazioni che ora qui si presentano
sono perfettamente analoghe a quelle fatte altre
volte a proposito del contatto di curve piane (§ 8).

Diremo che la curva e la superficie hanno con-
tatto d’ordine ( in M se sono zero tutte le diffe-
renze

Flto)—2(to)
S o) — & (to) )

FO (o) — g0 o)
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In tal caso si osservera che la lunghezza M’ K
quando M’ si avvicina indefinitivamente a M di-
viene un infinitesimo di ordine i+ 1 rispetto a
t — to considerato come infinitesimo principale.

Se una superficie ha {41 parametri arbitrari
noi li possiamo determinare in modo che sieno
zero tutte le differenze (1), e allora la superficie
avra colla curva il massimo contatto possibile ‘e
si dird osculatrice alla curva.

§ 17. Del piano osculatore. — Vogliamo ora tro-
vare l'equazione e le proprieta di un piano che
in un punto di una curva abbia con essa il contatto
di massimo ordine.

Poiché nell'equazione del piano vi sono, al mas-
simo, tre parametri arbitrari, cosi si vede che in
generale un piano potra avere con una curva in
un punto un contatto, al massimo, di 2¢ ordine.

Sia l'equazione generale del piano: '

aX+bY+eZ—p=0, )
dove a®+4-0*+c®* =1, cioé a, b, c sieno i coscni di
direzione della retta perpendicolare al piano.

Supponiamo che esso passi pel punto @, y, s della
curva, ¢ si ha per prima condizione :

ax+by+4cz— p=0. 2)

Per fare che il piano abbia un contatto di 2o or-
dine colla curva dobbiamo fare che la perpendi-
colare abbassata sul piano dal punto:

x+r3x , y+33y , 543

sia un infinitesimno di 3° ordine quando a ¢ diventa
infinitesimo.
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Tale perpendlcolare é data da:
a=a(o:-}-iw)-{-b(y—{»—.\y)-{-c(;-{—.\z) -,
e intanto per la formola di TAYLOR si ha:

ze=z(4+rh)—zl)= dtu-{- f,‘(‘“”,”'m+

¢ formole analoghe si hanno per Ay, Az; onde,
sostituendo e ponendo poi eguali a zero i coefti-
cienti di A ¢ A¢® (con che si ha appunto che, se A¢
diventa infinitesimo, & diverra un infinitesimo di
3o ordine), si hanno le condizioni:

t—{-b Ipei=0 @

d? 3 __
dt’ 74004 dt' ttegE= *

Le equazioni (2), (3), i4) determinano i coeffi-
cienti dell'’equazione del piano osculatore.

Sotto la forma di delerminante tale equazione
si ottiene eliminando a,b,¢,p fra le (1) (2) (3) (%),
e si ha:

'Y Y Z —1
o Ly &2 —1
doe dy dz
dt dt dt
!.(L’ldﬁydz"
e de de \
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Se invece fra (1) (2) eliminiamo p e poi fra 'equa-
zione che ne risulta e le (3) (4) eliminiamo a. b, ¢,
otteniamo 1'equazione del piano osculatore sotto
I'altra forma piu conveniente:

X—axY—y Z—z
dedy  ds

dt d¢  df |[=0.
@Cx dty d*z

ded der de

Dimostggremo ora le proprietd fondamentali del
piano osculatore.

Si vede in primo luogo che i coefficenti a,0,¢
sono proporzionali ai determinanti della matrice:

de dy dz
dt  de  de
d®x dty dEz|
dir de de

Onde, poiché tali determinanti sono anche pro-
porzionali ai coseni di direzione della retta polare,
cos 1, cos @, cosvy, cosi si ha che il piano oscu-
latore é perpendicolare alla retta polare, e percio
esso é il piano della tangente e della normale
principale.

1 seguenti due teoremi sono interessanti perché
ci fanno meglio conoscere la intima connessione
fra il piano osculatore e la natura della curva.

1. Il piano osculatore é la posizione limite del
piano che passa per un punto fisso della curuva e
per altri due punti di questa, quando toli olri

Pascar, Calcolo infinitesimale, 1. »
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due punti 8i avoicinano indefinitamente al punto‘
Jisso.
Infatti se

a(X—a)+b(Y—g)+e(Z—2=0

é l'equazione di un piano che passa pel punto
(xy z), e se poniamo le condizioni che tal piano
deve anche passare per gli altri due punti

@t+Az, y+ Ay, s+ Aa@+ A2,y 48, 9,541,3)
si avranno le altre due relazioni:

adx+bAy+caz=0
a4+ 0Ay4crz2=0

-

che unite con quelle di sopra danno, per equazione
del piano passante pei tre punti:
X—2Y—y Z—2z
Ax Ay Az |=0. 6))
Ay Ay A3
Ora supponiamo che gli accrescimenti A 2, A ¢, A z,
Ay, A, 9,4, 2 sieno dati alle coordinate , y,z in virtu
degli accrescimenli A ¢, A, ¢ dati alla variabile in-
dipendente ¢ di cui supponiamo che le @, y, s sieno
funzioni.
Allora in virtu della formola di TAyLor si ha:

_da 1 dfx, ,
Ax_?t—tA t+—é—iRFAl+‘“
dax 1 d®x

AlxzmA‘t—i‘m'(—lFA’l'—l—-..

e formole analoghe si avranno DY By, &y, Nz N %.
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Facendo ora convergere At e A, t a zero si ha
finalmente precisamente I'equazione del piano oscu-
latore

1X——.z' Y-y Z—z
do dy  dsz
| dt dt dt =0,
d®x daty d? z
dee de dit

e con ci6 il teorema é dimostrato.

Da questo teorema risulta anche l'altro:

2. Il piano osculatore é la posizione limite del
piano che passa per la tangente alla curva e per
un altro punto della curoa stessa, quando quest'al-
tro punto si avoicina indefinitamente al punto di
contatto della tangente.

Infatti nel determinante (6) noi possiamo fare
prima tendere At a zero, e allora (6) divenla 1'e-
quazione di un piano che passa per la tangente
alla curva e pel punto x4, @, y+ 4,4y, 24,3,
¢ facendo poi tendere A, ¢ a zero Si ha il piano
osculatore.

Osserviamo infine che per le curve piane il piano
osculatore é lo stesso per tutti i punti ed é pro-
priamente il piano della curva.

§ 18. Della torsione. — Nel caso delle curve piane
anoi é bastato considerare la curvatura della curva
dipendente dalle successive deviazioni della lan-
gente; ma nel caso delle curve storte evidente-
mente c'é da considerare anche un altro genere di
deviazione. Immaginiamo un punto di una curva
" “la e in esso il piano osculalore:, GUANAG Bas-
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siamo ad un altro punto vicino della curva allora
oltre la deviazione della tangente, c'¢ un'altra de-
viazione indipendente dalla prima ed é quella del
piano osculatore. Tale deviazione da luogo alla
cosiddetta torsione o seconda curvatura.

Al solito per considerare la deviazione di un
piano ci fa piu comodo considerare quella di una
retta perpendicolare ad esso, e quindi considere-
remo semplicemente la deviazione della retta po-
lare, che, come sappiamo, é perpendicolare al piano
osculatore.

Se operiamo analogamente come facemmo per
la curvatura, cioé dal centro di una sfera di raggio
1 conduciamo le parallele alle rette polari, e con-
sideriamo il rapporto fra l'arco di curva che si
viene a formare sulla sfera, e 1'arco di curva
data abbiamo la forsione media di quest arco, e
se consideriamo il limite di tale rapporto abbiamo
la torsione nel punto della curva data, e I'inverso
di questo limile & cid che si chiamera raggio di
torsione T. Chiamando A< l'arco della curva
sferica che siamo venuti a costruire si ha dun-
que che:

' 1 li Ar __dr+

T~ "As ds
essendo T il raggio di torsione.

Per trovare l'espressione di dt osserviamo che
le coordinate del punto della curva sferica, rife-
rite al centro della sfera come origine delle coor-
dinate, sono rispettivamente :

cosx , coSp , QO8N
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essendo A, p, v al solito gli angoli di direzione della
retta polare.
Onde:

1 \/[dcosra\? [dcosp)? (d cos v\2

'_T'~\/( ds )+ ds )+ ds )
Conoseendo ora i valori di cos, cos g, cos v, si po-
trebbe trasformare opportunamente questa espres-
sione, in modo da introdurvi le derivate di xyz

che sono le coordinate del punto della curva data.
Sc la curva é piana deve essere:

T=cw

dcosn\t | fdcosu\t | [dcosw\2_
( ds )+( ds )+( ds )—0'

’

cing:
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AGGIUNTE

A pag. 93 e 181. — Dalla dimostrazione del tco-
rema di RoLLE, messa in relazione colla teoria
dei massimi e minimi, risulta una consegucnza
che é utile rilevare, perché di essa vi é hiso-
gno qualche volta (v. p. es. il Cap. VII, § 15
del vol. Il) ed é che: ammesse le stesse ipotesi
che 8i fanno per il teorema di ROLLE, exislc
sempre, nell’interno dell’intervallo, un punto,
in eui la derivata della funzione non solo ¢
zero, ma muta di segno.

A pag. 202. — In fine della pagina in luogo di:
non tenda a zero ecambiando infinite ovolle i
segno, ete.

Si legga:
tenda a zero non cambiando infinile volte di
segno, allora il limite di f(xz) risulta determi-
nato e propriamente equale all’ infinito, posi-
tivo o negalico. ’
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Nella divisione sistematica che seque, fatta espressamente
per facilitare la consultazione del presente catalogo, ho ra-
dunato in pochi gruppi e disposto in ordine alfabetico tutte
le voci piu salienti delle materie trattate nei Manuali Hoepli
e prego gli Studiosi di consultario sempre nelle loro ricerche.

Agraria.
Abitazioni d. animali !Distillazione vinacce ;Mezzeria
Agricoltore(il lib.dell’) . Economia fabb. rurali: Molini

Agricoltore (pront. d.): Enologia '\lost.le\ml(densitkd)
Agronomia Id. domestica 0livo e Olio

Id e agricoltura Estimo rurale Olu vegetali, ecc.

T dei terreni |Orticoltura

mentaz. bestiame |Floricoltura i Panificazione
Analisi vino {Frumento e mais lPiante e flori
Animali da cortile {Frutta minori :Piante industriali

Id.  parassiti 1 Frutticoltura Piante tessili
Apicoltura Funghi mangerecci |Pollicoltura
Assicur. aziende rurali : Gelsicoltura Pomologia
Bachi da seta { Humus Prato
Bestiame e agricolt. |Igiene rurale iProdotti agr.d.Tropico
Cane Id. veterinaria Selvicoltura
Cantiniere Immunita a. malattie|Tabacco
Caseiflcio Insetti nocivi Tartufi e funghi
Catasto Id. utili 'Triangolaz. Top.e Cat.
Cavallo Latte, burro o cacio :Uve da Tavola
Chimica agraria .Legislaz rurale iVini bianchi
Cognac [Macchine agricole  :Vino
Colombi domestici 1 Mais n\'ltlcolturn
Computisteria agrariai \Ta{ale i Zoonosi
Concimi 'Malattie crittogam. |Zootecn|a
Coniglicoltura | Id. dei vini

Prodotti alimentari.

Adulteraz. alimenti Enologia i0Olivo ¢ olio
Agrumi ‘Enologia domestica :Olii vegetali
Alimentazione .Frumento 'Orticoltura
Animali da cortile ,Frutta minori :Ostricoltura
Apicoltura ‘Frutticoltura ;Panificazione
Caseificio 'Funghi mangerecci ‘Piscicoltura
Cantiniere Gastronomia i Pollicoltura
Cognac .Latte, cacio e hurro Ta.rtuﬂ e fanghi
Colombi domestici 'Liquorista !Uve da tavola
Coniglicoltura ‘Mais .Vini bianchi
Conservazionesostan-, Majale Vino

ze alimentari ‘Mosti e vini \
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Industrie diverse.

Abiti per signora
Acetilene
Acido solforico
Apicoltura
Arti grafiche
Asfalto
Bachi da seta
Biancheria
Carta (Industria d.)
Colori e vernici
Commercio (Storia d.)
Concia pelli
Elettricita e appl. vedi
al gruppo Elettricita
Fabbro ferraio
Falegname ebanista
Filatura e tessitura
Id. della seta
Fiori artificiali
Founditore di metalli
Fotografia :
Carte fotografiche
Dizionario fotogr.
Fotocromatografia
Fotog. industriale

Acetilene
Acido solforico
Adulterazione alim.
Alcool
Analisi chimica qual.
Analisi vino

Id. volumetrica
Calore

agraria
analitica
appl. a.igiene
clinica
legale

Id. sostanze col.
Chimico industriale
Climatologia

Cognac

| Fotografia :

| Fotog. ortocromat.

| Fotog. p. dilettanti
Fotogrammetria

| Fotosmaltugrafia

! Processi fotomece.
Proiezioni fotog.

’ Ricettario fotog.
Spettrofotometria

Gaz illuminante

:Gioielleria, oreficeria

Imitazioni e succe-

. danei )

lIncandescenza a gaz

| Litografia

Macchine per cucire

Marmista

Meccanica

Meccanico

Metalli preziosi

Modellatore meccan.

Naturalista preparat.

Operaio

Orologeria -

1Ostricoltura

Panificazione
Piante industriali
Id. tessiii

Piccole industrie

Pietre preziose

Pirotecnia

Piscicoltura

Pomologia artificiale

Ricettario domestico
Id. indunstriale

Saggiatore

Saponi (Industria dei)

Seta (Industria d.)

8pecchi (Fabbric.)

Stearica (Industria)

Tessuti di lana e cot.

Tipografia

Tintore

Tintura della seta

Tornitore meccanico

Trine al fusello

Vernici, lacche, inch.

Vetro

Zucchero

Fisica e Chimica.

Concimi
Conservaz. sost. alim.
Dinamica
Disinfezione
Distillazione vinacce
Elettrochimica
Energia fisica
Esplodenti
FFarmacista
Farmacoterapia
! Fisica
|Fisica. cristallografica
Fotografia (v. al grup-
po Industrie)
Fulmini e parafulmini
(Galvanoplastica
Galvanizzazione
Galvanostegia

| Gravitazione
Igroscopi, igrom.
Latte, burro, cacio

ILiquorista
Luce e colori

Id. e suono

| Meteorologia

| Microscopio

Olii veget. miner.

Ottica

' Profumiere
Sieroterapia
Spettroscopio

"Termodinamica
Tintore

| Tintura di seta

\
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Acque miner. e term.
Anatom. e fisiol. comp.
Anatomia microscop.
Anatomia vegetale
Animali parass.uomo’
Antropologia
Batteriologia
Biologia animale
Botanica

Cane

Cavallo

Coleotteri

Colombi domestici
Coniglicoltura
Cristallografia
Ditteri

Embriol e morfol. gen.
Fiori artificiali
Floricoltura

Storia Naturale.

Fisica cristallografica
Fisijologia
Id.  vegetale
Frutticoltura
Frutta minori
Funghi mangerecci
Geologia
Imenotteri ecc.
Insetti nocivi
Id.  utili
Ittiologia
Lepidotteri
)la{'ale
Malattie crittog.
Metalli preziosi
| Mineralogia gener.
Id. descritt.
Naturalista preparat.
i Naturalista viaggiat.

Orticoltura
Ostricoltura e mitil.
Paleoetnologia
Paleontologia
Piante e fiori
Pietre preziose
Piscicoltura
Pollicoltura

i Pomologia

! Protistologia

[ Selvicoltura

' Sismologia
Tabacco

Tartufi e funghi
Tecnica protistol.
: Uccelli canori

i Vulcanismo

| Zoologia

|

Medicina, Chirurgia, Igiene.

Acque miner. e term.
Anatomia e fis. comp.
Anatomia microscop.
Anatomia topograf.
Animali parass. uomo
Antropometria
Assistenza infermi
Id. pazzi
Batteriologia
Biologia animale
Chimica appl. a. igiene
Chimica clinica
Chimica legale (toss.)
Chirurg. operativa
Climatologia
Disinfez. (Pratica d.)
Embriologia
Epilessia
Farmacista
Farmacoterapia

Cavi telegrafici
Elettricita
Elettrotecnica
Elettrochimica
Fulmini e paratulmini

| Fisiologia
Idroterapia
Igiene della bocca
Id. del lavoro
Id. vita pubblica
Id. della pelle
Id. privata
Id. rurale
Id. scolastica
Id. veterinaria
Id. della vista

Immunitad malattie
Impiego ipodermico
Infortuni d. montagna
,Legislazione sanitaria
‘Malattie del sangue
Massaggio

Materia medica
Medicatura antisett.
Medico pratico

Elettricita.

1Galvanizzazione
|Galvanoplastica
|Galvanostegia
‘Illuminazione elettric.

 Magnetis. e elettricita

| Microbiologia

i Microscopio

Morte vera e app.
Nutrizione bamb.
i Organoterapia
{Ortofrenia
{Pellagra
Protistologia
Psgichiatria

| Psicologia fisiol.
|Rontgen (Raggi)
1 Semejotica

' |Sieroterapia

| Soccorsi d’urgenza
Terapia infanzia
-Tisici e sanatori
-Veleni

Zoonosi

i Metallocromia

'Rontgen (Raggi di)

Telefono
Telegrafia

\\Xn\\.x anachke



6 ELENCO DEI MANUALI HOEPLI

Tecnologia, Ingegneria, Costrugioni, ecc.

Abitazioni anim. dom.! Fabbro ferraio tMeccanica
Architettura F’aleun ame-ebanista ' Meccanico
Aritmetica e Geom. op.| F‘ognutura cittadina ' Meccanismi (500)
Asfalto Id. domestica |Miniere
Automobilista :Fonditore in metalli 'Modellatore meccanic.
Calcestruzzo ;(}a.z illuminante Molini
Calci e cementi iGnomonica :Momenti resistenti
Calderaio ,Idraulica. iMontatore d. macchine
(’asa dell’avvenire . Imitazioni e succed. Operaio
Ciclista ,Incandescenza a gaz |Orologena
Conti e calcoli fatti 'Industrie (Piccole) - Peso metalli
Cubatura legnami ‘Infortuni sul lavoro; Prospetu\'a.
Curve circolari © (Mezzi p. prevenirli): Regolo calcolatore
Decoraz. e indust. art. . Ingegnere civile ' Resistenza d.materiali
Dinamica 'Ingegneria legale Scaldamento e ventil,
Disegnatore meccan. |Lavori in terra ,Siderurgia
Disegno assonometr. ' Leggilavori pubblici 'Stereometria
Id. geometrico | Leghe metalliche , trumenti metrici
Id. industriale -‘\hcchlne a vapore avole d’alligagione
Id. di projez. ort| Id. agricole Temuera. e cementaz.
Id. (Gramm. del)] Id. per cucire 'Termodinamica
Dizionario tecnico ;Macchinistae fuochist.; Tormt.ore
Fabbricati civili 'Marmista
Matematiche.

Algebra elementare Disegno geometrico Interesse e sconto
1d. cnmp].Ianal.i Id. industriale |Logarltm1
Id. Id. Ilequaz.; Id. diprojezioni |Logica matematica
Id. (Esercizi di) | Id. topografico iLogismografia
Aritmetica pratica !HKconomia matematica|Matematiche superiori
. razionale Eserclz d. geom. elem.; Metrologia
Id. (Eserc. di) | | di Trigonom. {Peso metalli
Id. egeom.d.op.' Formulano di matem. |Ploblemi di geometr.

Astronomia ,Funzioni analitiche 'Prospettiva
nautica Id. ellittiche Ragioneria
Calcoloinfin.Tcale.diff-Geometr. anal.d. piano. Id. d. cooper.
Id. Il integrale : Id. Id. d.spazio’ Id. industrial.
Id. III d. variaz. | 1d. descrittiva ;Ragioniere (pront. d.)
Id. (Esercizi di)y - Id. metr. e mg..Regolo calcolatore
Celerimensura Id.  pratica ‘Repertor. di matemat.
Compensazione errori Id.  proj.d.piano,Stereometria
Computisteria ;o Id. Id.d.spazio Strumenti metrici
Conti e calcoli fatti Id. pura . Telemetria
Cubatura legnami | Id. etrig.d.sfera'Teoria dei numeri
Curve circolari Gnm\\omca. v W, 4. ombre
Determinanti Grupp\ di trasformaz. ‘"Termodinaxaica
Disegno assonometr. |Gravitazione TINANZORZACN \ugey

ot .
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Amministrazione pubblica
Diritto e Giurisprudensza.

Assicurasione Diritto costituzionale ' Legge sulle tasse dire-
1d. estimudunnl Id. Ecclesiastico . gistro ebollo

Beneficenza : Id. Intern. pubbl. |Legislazionesanitaria
Bonifiche Id. Id. privato, Legislazione rurale
Catasto Id. penale Logismografia
Chimica appl. a igiene, Id. Id. romano, Mandato commerciale
Codice daziario I1d. romano Notaio
Codice del bollo Economia politica Ordinam. Stati d'Eur.

Id. doganale Esattore comunale Id. 1d. f.d'Eur.

Id. civile -Estimo dei terreni Paga giornaliera

Id. proced. civile Id. rurale .Posta

Id. commercio Fognatura cittadina  Produz.ecommer.vino

Id. pen.eproc.pen. Giustizia amministr. Prontuariod. agricolt.

Id. di marina Igiene scolastica 1d. d. ragion.

Id. en. p. l’eserc. Id. veterinaria Proprietario di case

Id. el teatro Imposte dirette Ragioneria

Id. d.peritomisur. Infortuni sul lavoro Ragioneriad. Cooper.
Cod. ¢ leggi us. d'Italia, Ingegneria legale Id. industriale
Computisteria iInteresse e sconto Ricchezzn mobile
Conciliatore 'Tpoteche ‘Scienza d.finanze
Contabiliti comunale 'Legge comunale Scritture d’affari

Id. delloStato! Id. suilav. pubbl. 1Socialismo

Cooperative rurali ' Id. s ordin. gind. ‘Societidi mut.soccor,
Cooperazione Id. infort.s.lavoro, Id. industriali
Debito pubblico Id. s propr.letter. Sociologia gencrale
Digesto Id. s.diritti d’amt. . Statistica

Diritti edov. d. cittad. ; Id. s. priv.industr. Testamenti

Dirittqamministrativ. Id. =s.sanitiesicu- Trasporti e tariffe
Id. “civile rezza pubblica “Valori pubblici
Id. commerciale .

Archeologia, Belle Arti.

Amatore oggett. d'arte, Decoraz. e ind. artist. :Ornatista

Anatomia pittorica 'I)nogno . Paleografia
Antichita greche Id.  (Gramm. del); Paleoetnologia

I1d. priv.d. rom.: Fiori artificiali 'Pittura italiana

Id. pubbl. rom. | Fotosmaltografia i Id. ad olio
Armi antiche | Gioielleria, oreficeria , Prospettiva
Araldica | Litografia |R1~\taur1mro dipinti

Archeol. d. arte greca [Luce e colori Scoltura
Id. d.arteetr.rom. Majoliche e porcellane Sroria dell’arte

Architettura Marmista , Teoria d. ombre
Armi antiche Mitologia Topogratia di Roma
Arti grafiche fotomec.!Monete greche l\ ocabolarietto numis.

Atene Id. romane ‘Vocabolario araldico
Calligrafla Monogrammi
Colori e pittura Numismatica
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Storia e Geografia.

1Dizionario biografico
Esercizi geografici
Atlantest geog.d.Ital.; Etnografia

Id. geog.univers. |Geograﬂa

Acque minerali
Alpi

Cartogratia i Id. classica
Climatologia Id. fisica
Cosmografia | Id. ~ commercial.
Cristoforo Colombo Geologla
Cronologia | Manzoni A.

Id. scop.geog., Mare
Dizionario alpino Mltologm

eografico {Omero
ei comuni|Paleoetnologia
Prealpi bergamasche

Id.
d’'Ttalia

Prontuario di geograf.
Rivoluzione francese
Shakespeare
Sismologia
Statistica
Storia antica
Id. d.artemilitare
Id. del commercio
Id. d’'Italia
Id. di Francia
Id. d’Inghilterra
Id. e cronologia
Topografia di Roma
i Vulcanismo

Erudizione, Bibliografia, ecc.

Amatore oggetti d’art. lCnttograﬂa
Id.  di maioliche!Dizionario bibliograf.

Armi antiche | . biografico
Atene Id. stenograf.
Autografl Id. abbhreviat.
Bibliografia Enclclopedm Hoepli
Bibliotecario Epigrafia latina

Classificaz. d. scienze  Errori e pregiudizi

Filosofia, Pedagogia, Religione.

Bibbia !Filosofia morale
Buddismo iGiardino infantile
Didattica I Grafologm

Diritto ecclesiastico ,Igiene scolastica
Estetica {Imitazione Cristo
Etica .Logica
Evoluzione . Mitologia

Evoluzione (storia d.)
Grafologia

Litografia
Paleoetnologia
Paleografia
Stenografia
Stenografo
Tipografia

Psiocologia
I fisiologica

Protezione animali

Ortofrenia

Religioni dell’India

Sordomuto

Arte militare, Nautica.

Amatore oggetti d’art | Duellante
Armi antiche
Attrezzatura navale | Fllon'mh
Canottaggio Flotte moderne
Codice cavalleresco llnﬂ(‘gnch navale
Costruttore navale . Macchinista navale
Disegno e costruz.navi Marine da guerra

Doveri macchin.naval.| Marino

‘Mececanica del macchi-
' __nista di bordo
{Nautica stimata

Pirotecnia
|Scherma
Storia arte militare
Tlemetria
Tichale
AUV

A SR
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Letteratura, Linguistica, Filologia.

- parlato Grammat. dan.-norv.
el dire Id. ebraica
'reaz. Ital.-Ted. Id.  Francese
. Ital.-Fran. Id. Galla(Orom.)
p.comm.italian. Id. Greca
Id. spagn. Id. Greca-mod.
grafia Id. Inglese
logia 1d. Italiana
ti italici M Id. Latina
grechi Id. Olandese
1.abbrev.latine Id:.  Portoghese-
bibliografico Brasiliana
Eritreo Grammat. Rumena
Milanese i Id  Russa
Tedesco 1d. Slovena
univ.in4ling. | Id. Spagnuola
nas pop.in4ling. Id Svedese
opedia Hoepli Tedesca
z1 greci ] Turca osm.
latini ,Lettemtura albanese
ditraduzione; d. american.
agramm. franc. ! Id. araba
zi di traduzione! Id. assira
1 gramm. tedesc. Id. catalana
gia classica Id. dramm.
eglo poet. greco 1d. ebraica
ogia italiana Id. egiziana
latina Id. francese
slogia francese 1d. greca
logia Id. indiana
natica albanese | Id. inglese

Musica, Sport.

atica e atletica iCavallo
smo ‘Chitarra
e oggetti d’art. Ciclista

Letteratura italiana

Id. norveg.
1d. persiana
1d. provens.
Id. romana
Id. spagnuol.
Id. tedesca
Id. ungheres.
1d. slava
Lingua gotica
Lingue d’Africa
Id. neo-latine
Id. straniere

Metrica d. grecie rom.
Morfologia greca
1d. italiana

Omero
Paleografia
Relig. eling.di India
Rettorica
Ritmica italiana
Sanscrito
Shakespeare
Stilistica
Tavole divina comm.
Tigre
deuttore tedesco
Verbi greci

Id. Ilatini
Vocabol.lingua Russa
Volapuk

‘Infortuni d. montagna

Lawn-Tennis

iMandolinista

Proverbi sul cavallo

|Storia della musica

Strumentazione
Strumenti ad arco

nia iCodice cavalleresco |Nuotatore
antiche iDizionario alpino Pianista
10bilista Id. filatetico

Dizionario delle corse,Scacchi
do i Duellante |Scherma
itore ‘Filonauta
‘Allevatore del) 'Gmnasnca femminile
taggio maschile
an ' I1d.  (Storiad.)
nte 'Gmochl ginnastici




Elenco completo dei MANUALI HOEPLI
disposti in ordine alfabetico per materia.

L.c
Ahitazione degli animali domestici, del Dott. U. Bmm,

di pag. XvI-372, con 168 incisioni . . . 4 -
Abitazloni — vedi Fabbricati civili. ¢
Abiti per signora (Confezione di) e l'arte del taglio, com-

pilato da EMILIA Cova, di pag. viII-91, con 40 tavole . 8 —
Abbreviature — veds Dizionario abbreviature — Dizionario ste-

nografico.
Acetilene (L') del Dott. L. CASTELLANI di pag. XVI-126 . 2 —
Acido solforico, Acido nitrico, Solfafo sodico, Acido mu-

riatico (Fabbricazione dell’), del Dott. V. VENDER, di

pag. VIII-312, con 107 incisioni e molte tabelle. . . .3 50
Acque (Le) mmerall e termali del Regno d’ltalia, di Luier -

TioLI. Topografia - Analisi - Elenchi - Denominazione delle

acque - Malattie per le quali si preserivono - Comuni in

cui scaturiscono - Stabilimenti e loro proprietar! - Ac¢que e

fanghi in commerecio - Negozianti d’ acque minerali, d1 pag

XXII-552 . .

Acrobatica eatlehca di A, Zucca di pa.g xxx-267 con

100 tavole e 42 incisioni nel testo . ., . . . . 630
Acustica — veds Luce e suono.

Adulterazioni e falsificazioni (Dizionario delle) degli ali-
menti, del Dott. Prof. L. GABBA (& in lavoro la 2% ediz.).
Agricoltore (Prontuario dell’). Manuale di agricoltura, eco-
nomia, estimo e costruzioni rurali, del prof. V. NICCOLIX,

2» edizione riveduta ed ampliata, di p. XXVIII-464 . .5 50
- (Il libro dell’) di A. BRUTTINL ([n lavoro).

Agronomia, del Prof. CAREGA DI MURICCE, 8* ediz. rive-

duta ed ampliata dall’autore, di pag. X1r-210. . . . . 150
Agronomia e agricoltura moderna, di G. SOLDANI, 2» ed.

di pag. VUI-416 con 134 incisioni e 2 tav. eromolit. . . 8 50
Agrumi (Coltivazione, malattie e commercio degli), di A

ALOIL, con 22 inecisioni e 5 tavole cromolit., pag. XII1-288 8 50
Alcool (Fabbricazione e materie prime), di F. CANTAMESSA

di pag. XI1-307, con 24 incisioni . . . .8 -
Alcool industriale, di G. CHTIAPETTI. Produzxone dell'a,l-

cooul industriale dal punto di vista dell’agricoltura, appli-

cazione dell’alcool denaturato alla fabbricazione dell’aceto

e delle vinacce, alla produzione della forza motrice, al ri-

scaldamento e alla illuminazioue con 98 illustrazioni. (In

lavoro).

Algebra complementare, del Prof. §. PrscEERiR.
Parte I. Analisi Algebrica, d\ pag. AL S EUN - ‘;:
Parte .Il. Teoria delle equazioni, pag. W-\¥ con A e, L

o
o
o
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Algebra elementare, del Prof. 8. PINCHERLE, 8* ediz. di

pag VIII-210 e 2 ineisioni . . . 150
- (Esercizi di), del Prof. S. PNCHLRLF dx pag' vm 15.:,
con 2 incisioni. . - R . 150

Alighieri (Dante) — tedi Dnntologla

Alimentazione, di G. STRAFFORELLO, di pag. VIL-122 .2 —

Alimentazione del bestiame, dei Proff. MEN0zZI E Nic-
coLy, di pag. XvI-400 con molte tabelle . . . . . .4 —

Allattamgnto — veds Nutrizione del bambino.

Alligazione per ’oro e per I’argento — veds Leghe - Tavole.

Alluminio (L’), di C. FORMENTI, di pag. XXVIII-324 . . .8 50

Aloé — veds Prodotti agricoli.

Alpi (Le), di J. BALL, trad. di [. CREMONA, pag. VI-120 . 1 50

Alpinismo, di G. BROCHEREL, di pag. vi-312 . . . .3 -

Amalgame — ved: Leghe metalliche.

Amatore (') di oggetti d’arte e di curiosita, di L. DE
MAURI, di 600 pag. adorno di numerose incis. e marche.
Contiene le materie seguenti: Pittura - Incisione - Scoltura
in avorio - Piccola scoltura - Vetri - Mobili - Smalti - Ven-
tagli - Tabacchiere - Orologi - Vasellame di stagno - Armi
ed armature - Dizionario complementare di altri infiniti og-
geotti d’arte e di curiositd, di pag. xm-580. . . . . .6 50

Amianto — veds Imitazioni.

Anagrammi. — ved¢ Enimmistica.

Analisi chimica qualitativa di sostanze minerali e organiche
e ricerche tossicologiche, ad uso dei laboratori di chimica in
genere e in particolare delle Scuole di Farmacia, del Prof. P.

E. ALESSANDRI. 2* ediz. intieramente rifatta, di pag. XII-

384, con 14 inc. numerose tabelle e 5 tav. cromolitografiche 5 —
Analisi di sostanze alimentari. — vedi Chimica applicata all’ Igiene.
Analisi delle Urine. — vedi Chimica clinica.

Analisi del vino, ad uso dei chimici e dei legali, del Dott.

M. BARTH, traduzione del Prof. E. COMBONI, 2# edizione

italiana interamente riveduta ed ampliata dal traduttore,

di pag. XvI-140. con 8 inc. intercalate nel testo . . .2 —
Analisi volumetrica applicata ai prodotti commereciali e in-

dustriali, del Prof. P, E, ALESSANDRI, pag. X-842, con inc. 4 50
Ananas. — redi Prodotti agricoli.

Anatomia e fisiologia comparate, del Prof. R. BEsta, di

pag. VII-218 con 34 incisioni . . .15
Anatomia micrescopica (Tecnica di), del Prot D (,muu,
di pag. XI-211, con b ineisioni. . . . . . . . . AN
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L.c.
Anatomia pittorica, del Prof. A LOMBARDINI, 2* ediz. ri-
veduta e ampliata, di pag. VILI-168, con 53 imec. . . .2 —
Anatomia topografica, del Dott. Prof. C. FALCONE, ai
pag. Xv-395, con 30 inecisioni . . .3 -
Anatomia vegetale, del Dottor A. Tocwrm, d1 pagme
XVI-274 con 41 inecisioni . . .3 -
Animali da cortile, del Prof. P, B'ovxzzx d1 pag x1v-°3s
con 39 incisioni. (Ln 2% ediz. & in preparazione).
Animali (Gli) parassiti dell’uomo, del Prof. F. Mmcu-u,
di pag. 1v-179, con 83 incisioni . . . . 1350
Antichita greche, del Prof. V. INAMA. (In la.voro)
Antichita private dei romani, del Prof. W. KoPp, tradu-
zione con note ed aggiunte del Prof. N. MORESCHI. (E
in preparazione la 3* edizione).
Antichita pubbliche romane di J. G. HUBERT, edizione
italiana, del Prof. A. WITTGENS. (In lavoro).
Antisettici — veds Medicatura antisettica.
Antropologia, del Prof. G. CANESTRINI, 3* ediz., di pag.
VI-239 con 21 incisioni. . . . 150
Antropometria, di R. Livi, di pug VIII-"87 con 82 incis. 2 30
Apicoltura, del Prof. G. CANESTRINI, 3* ediz. riveduta di
pag. IvV-215 con 438 imcisioni . . . . < . . . . .2 —
Appaiti — veds Ingegneria legale.
Araho parlato (L’) in Egitto, grammatica, frasi, dialoghi
e raccolta di oltre 6000 vocaboli del Prof. A. NALLINO.
(Nuova ediz. dall’Arabo volgare di DE STERLICH e D1B
KHADDAG) di pag. XXVIII-386 . . . . .4 -
Araldica (Grammatica), di F. TRIBOLATI, 1 ediz rifatta
da G. DI CROLLALANZA. (In lavoro).
Aranci — veds Agrumi.
Archeologia. Arte Greca, del Prof. [. GENTILE, Atl. di
149 tavole . . .4 =
11 volume del testo nfatto dal Prof S RICCI ein la\oro
Archeologia e Storia dell’arte italica, etrusca e romana.
3s ediz. intier. rifatta. Un vol. di testo con intr. bibliogr.
ed appendiei sulle ultime scoperte e questioni archeol. di
pag. XXXIV-846 con 96 tav. nel testo a cura del Prof. S.
Riccr e un vol. di 79 tav. e in. a cura del Prof. I. GENTILE
Architettura (Manuale di) italiana, antica e moderna, di
A. MELANI, 3* edizione rifatta con 131 incisioni e 70
tavole di pag. XXVIII-460. . . . . . . . . ¢ % —

-
ot
<

X
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Argentatura — vcdi Galvanizzazione — Galvanoplastica — Galva-
nostegia — Metallocromia — Metalli preziosi — Piccole industr.

Aritmetica pratica, del Prof. Dott. F. PANIzzA. 2* edi-
zione riveduta, di pag. vIII-188 .

Aritmetica razional®, del Prof. Dott. F. Pmlzu, 3 edi-
zione riveduta di pag XI1-210 .

— (Esercizi di), del Prof. Dott. F. Puxzu dlp VII-150

Aritmetica (L’) e Geometria dell’operaio, di EZ10 GIORLL,
di pag. X11-188, con 74 figure .

Armi antiche (Guida del raccoglitore e dell’amatore d1) di
J. GELLI, di pag. VIII[-388, con 9 tavole fuori testo, 432
incisioni nel testo e 14 tavole di marche . N

Armonia (Manuale di), del Prof. G. BERNARDI, con prefa.—
zione di E. RossI di pag. XII-288 .

Arte del dire (I’), di D. FERRARI, Manuale dl rettonca
per lo studente delle Scuole secondarie. 5* ediz. corr., (10,
11 e 12 migliaio), pag. XvI-850 e quadri sinottici .

Arte della memoria (L"), sua storia e teoria (parte scien-
tifica). Mnemotecnia Triforme (parte pratica) del Generale
B. PLEBANI, di pag. XxXXII-224 con 13 illustr. . .

Arte mineraria, dell’ing. prof. V. ZoPPETTI. (Esaurito, fu so-
stit. dal Man. Colttvazione delle miniere, diS. BERTOGLIO).

Arte salutare — vedi Memoriale dei Medici pratici.

Arti (Le) grafiche fotomeccaniche, ossia la Eliografia nelle
diverse applicaz. (Fotozincotipia, fotozincografla, fotocro-
molitografia, otolitografia, fotocollografia, fotosilografia,
tricromia, fotocollecromia, elioincisione, ece. secondo i me-
todi pilt recenti, con un Dizionarietto tecnico e un cenno
storico sumlle arti grafiche; 8 ediz. corr. e aceresciuta ed
in parte rifatta, con molte illustr. di pag. XvI-238.

Asfalto (L’), fabbricazione, applicazione, dell‘lng. E. RI-
GHETTI, con 22 inecisioni, di pag. VIII-152.

Assicurazione in generale, di U. GoBBI, di pag X11-308,

Assicurazione sulla vita, di C. Pagavr, di pag. vI-161..

Assicurazioni (Le) e la stima dei danni nelle aziende ru-
rali, con appendice sui mezzi contro la grandine, del Dr.
A. CapPILUPIL, di pag. VIU-284, 17 incisioni

Asslstenza degl’infermi nell’ospedale ed in famigha, el
Dott. C. Calliano, 2* ediz., pag. XXIV-{48, 7 tav.

Asslistenza dei pazzi nel manicomio e nella famiglia, del Dr.
A. PIERACCINI, e prefaz, del prof, E. MORSELLY, yag,. 25Q

.1

n

30
50

50

50
50

50
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Astronomia, di J. N. LOCKYER, nuova versione libera con
note ed aggiunte del Prof. G. CELORIA, 4* ediz., di pag.

XI-258 con 51 inecisioni. . . . 150
Astronomla nautica, del prof. G Nxcc;;;u d1 pag xu-
320, con 45 incis. e tav. numeriche . . .8 -

Atene. Brevi cenni sulla citta antica e moderna. segmtl da
un saggio di Bibliografia descrittiva e da una Appendice
Numismatica, di 8. AMBROSOLI, con un panorama e una
pianta d’Atene, 22 tav. e varie incisioni nel testo . . . 8 50

Atlante geografico-storico d’ltalia, del Dott. G. GAROLLO,
24 tav. con pag. VIII'67 di testo e un’appendice

Atlante geografico universale, di R. KIEPERT, 26 carte
con testo. Qi Staty della terra del Dott. G. GAROLLO.
10* ediz. aumentata e corretta (dalla 91.000* alla 100.000*
copia) pag. VLII-88 . . . . . e e 2 -

Atletica — vedi Acrobatica.

Atmosfera — vedr Igroscopi e igrometri.

Attrezzatura, manovra navale, segnalazioni marittime
e Dizionarietto di Marina, di F. IMPERATO, 8* edizioue -
ampliata, di pag. XXIV-643, con 330 incis. e 28 tav. in
cromolit. riproducenti le bandiere maritt. di tutte le naz. 6 50

Autografi (L’amatore d’), del conte E. BUDAN con 861 fae-
simili di pag. x1v-426. . . . .. . 450

Autografi (Raccolte e raccoglit. di) in Itaha d1 C VANBIAN
CHI, di pag. XvI-876, 102 tav. di facsimili d’aut. e rit. . 6 50

Automobilista (Nanuale dell’) e guida del meccanico con-
duttore d’automobili. Trattato sulla costruzione dei vei-
coli semoventi, dedicato agli automobilisti italiani, agli
amatori d’automobilismo in genere, agli inventori, ai di-
lettanti di meccanica ciclistica, ecc.. di G. PEDRETTS, di
pag. XXIv-480, con 181 incisioni . . . 5 50

Avicoitura — redi Animali da cortile — Colomlu —- Polhcoltura

Avvelenamenti — redi Veleni.

Bachi da seta, del Prof. F. NENCI. 3* ediz. con note ed
aggiunte, di pag. XI1-800, con 47 ineis. e 2 tav. . . . 2 50

Balistica — tedi Armi antiche --- Esplodenti — Pirotecnia — Sto-
ria dell’arte militare.

Ballo (Manuale del) di F. GAVINA, di pag. VIII-249, con 92
figure. ('ontiene: Storia della danza - Balli girati - Co-
titlon - Danze locali - Feste di ballo - Igiene del ballo. 2 50

Bambini — 1edi Nutrizione dei -- Ortofrenia — Terapia.

Barbabietola da zucchero — vedi Zucchero.

Vam

|
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L.c.
Batteriologia, dei Professori G. e N. CANESTRINI, 2* ediz.

in gran parte rifatta, di pag. X-274 con 87 incis. .
Beneficenza (Manuale della), del Dott. L. CASTIGLIONI, con
appendice sulle codtabilitd delle istituzioni di pubblica
beneficenza, del Rag. G. ROTA, di pag. XVvi-340. .
Bestiame (I1) e Pagricoltura in Italia, del Prof. E. AL-
BERTI, di pag. VIII-812, con 22 zincotipie.

Blancheria (Disegno, taglio e confezione di), Manuale teo-
rico pratico di E. BONETTI, con un Dizionario di nomen-
elatara, 2* edizione riveduta e aumentata, di pag. XviI-
202 con 50 tavole illustrative e 5 prospetti . . . .

Bibbia (Man. della), di G. M. ZAMPINI, di pag. XII-308

Bibllografia, di G. OTTINO, 2* edizione riveduta, di pag.
Iv-166, con 17 incisioni . .

Bibliotecario (Manuale del), di a. PETZHOLDT " tradotto
sulla 3* edizione tedesca, con un’appendice originale di
note illustrative, di norme legislative ed amministrative
e con un elenco delle pubbliche biblioteche italiane e stra-
niere, per cura di G. BIAGI e G. FUMAGALLI di pagine
XX-864-CCXIII. .

Billardo (I giuoco del), d1 J GLLLI, (h pa.g xv-1:9 con
79 illustrazioni

Blografia — veds Cristoforo Colombo — Danoologw. - Dmonauo
biografico — Manzoni — Napoleone ] — Omero — Shakespeare.

Biologia animale (Zoologia generale e speciale) per Natu-
ralisti, Medici e Veterinarii del Dott. G. COLLAMARINI,
di pag. X-426 con 28 tavole. .

‘Bollo - - veds Codice del bollo — Leggi reglstro e bollo

Bonifiche (Manuale amministrativo delle) di C. MEzza-
NOTTI. (In lavoro).

Borsa (Operas. di) — vedi Debito pubblico -- Valori pubbliei.

Boschl — veds Selvicoltura.

Botanica, del Prof. I. D. HOOKER, traduzione del Prof. N.
PEDICINO, 4* ediz., di pag. V1II-184, con 68 incisioni

Botti- — vedi Enologia.

Bronzatura — vedi Metallocromia — Galvanostegia.

Bronzo — veds Leghe metalliche,

Buddismo, di E. PavoLINT, di pag. XVI-164

Burro — veds Latte — Caseificio.

Cacciatore (Manuale del), di G. FRANCESCHI, 2* edizione
rifatta, di pag. XIII-815, con 41 ineisioni . . .

Caclo — ceds Bestiama — Caseiticio — Viatte, eee.

Caffd — radi Prodott! agricoli.

.1

.8
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L.c
Calcestruzzo (Costruzioni in) ed in cementi armati, di G.
VACCHELLI, di pag. XvI-812, eon 210 incis. (l‘:} in lavoro ~
la 2* edizione).
Calci e Cementi (Impiego delle), per I'Ing. L. MA2Z00CHI
di pag. XII-212 con 49 incisioni . . .2 —
Calcolazionl mercantili e bancarle — veds Conﬁ e Calcoli ram —_
Interesse e sconto — Prontuario de! ragioniere — Monete,
pesi e misure inglesi.
Calcolo infinitesimale, del Prof. E. PAscAL:
Parte 1. Calcolo differenziale, di pag. 1X-816 con 10
incisioni. (K in preparazione la 2* edizione).
II. Calcolo integrale, di pag. vI-818 con 15 inc. 3 —
IlI. Calcolo delle variaziont e calcolo delle dif-
ferenze finite, di pag. X11-800 . . . * .8 —
— Esercizi di calcolo infinitesimale (Calcolo differenziale
e integrale), del Prof. E. PAscAL, di pag. xx-872. . .8 —
Calderaio pratico e costruttore di caldaie a vapore, e
- di altri apparecchi industriali, di G. BELLUOMINI, di. pag.
XI11-248, con 220 incisioni. . . .8 —
Calligrafia (Manuale di). Cenno st,onco, cifre numenche,
materiale adoperato per la scrittura e metodo d’insegpa-
mento, con 55 tavole di modelli dei principali caratteri
conformi ai programmi, del Prof. R. PERCOSSI, con 38

facsimili di seritture . . .8 —
Calore (I1), del Dott. E. JONES trad. & U, Fozmuu, di
pag. VIII-296, con 98 ineisioni . . . . . . . . . .8 —

Cancelliere — veds Conciliatore.
Candele — veds Industria stearica.
Cane (Manuale dell’amatore ed allevatore del), di ANGELO
VECcHIO, di pag. XVI-408, con 129 inc. e 51 tav. . . 6 50
Canottaggio (Manuale di), del Cap. G. GROPPI, di pagine
XXIV-456, con 387 incis. e 91 tav. cromolit.. . . . .7 50
Cantante (Man. del). di L. MASTRIGLI, di pag. XII-132 .2 —
Cantiniere (I1). Manuale di vinificazione per uso dei canti-
nieri, di A. STRUCCHI, 5* edizione riveduta ed aumentata,
con 52 incisioni unite al testo, una tabella completa per
la riduzione del peso degli spiriti, ed un’Appendice sulla
produzione e commereio del vino in Italia, di pag. XvVI-256 2 —
Canto (I!) nel suo meccamsmo, di P. (‘me, di p. vi-
253, con 24 incisioni . . . . .. . . 250
Carborcndum — redi Imitazioni.
Carburo di calcio — vedi Acetilenc,

7
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Carta (Industria della), dell’Ing. L. SARTORL, di pag. VII-
326. con 106 incisioni e 1 tavola . .

Carte fotografiche, Preparanone etrattamento d1 L S*SSI,
di pag. Xxu-853 ., . . .

Carte geografiche — veds Atlantc

Cartograﬁa (Manuale teorico-pratico della), con un sunto
della storia della Cartografia, del Prof. E. GELCICH, di
pag. VI-257, con 37 illustrazioni . .

Casa (La) dell’avvemre, dell’Ing. PEDRINI. (ln la\orO)

Case ooloniche — veds E ia fabbricati rurali.

Caseificio, di L. MANETTI, 8* ediz. nuovamente awmpliata
dal Prof. G. SARTORI, di pag. VIII-256, con 40 incis.

Catasto (Il nuovo) italiano, di E. BRUNI, di pag. VII-346

Cavallo (I1), del Colonnello C. VOLPINI, 2* edizione rived.
ed ampliata di pag. VI-165, con 8 tavole . .

Cavi telegrafici sottomarini. Costruzione, lmmersmue, Ti-
parazione, dell’Ing. E. JoN4, di pag. Xvi-388, 188 fig. e
1 carta delle comunicazioni telegrafiche sottomarine . .

Cedrl — vedi Agrumi.

Celerimensura e tavole logaritmiche a quattro decimali del-
I'Ing. F. BORLETTI, di pag. VI-148, con 29 incisioni .

Celerimensura (Manuale e tavole di), dell’Ing. G. ORLANDI,

L.c.

.5

.3

[

<«

5

.8

50

50

di pag. 1200. con quadro generale d’interpolazioni. . .18 —

Celluloide — ted: Imitazioni.

Cementazione — redi Tempera.

Cementi armati — vedi Calcestruzzo — Calci e cementi.

Ceralacca — teds Vernici e lacche.

Ceramiche — zedi Maioliche e porcellane — Fotosmaltografia.

Chimiea, del Prof. H. E. ROSCOE. 5* edizione rifatta da E.
Riccr, di pag. X11-228, con 47 incisioni. P

Chimica agraria, di A. ADUCCO, p. VIU-328, 2° ed. (in lav.).

Chimica analitica (Elementi scientifici di), di W. OSTWALD,
trad. del Dott. BOLIS, di pag. XVI-234 .

Chimica applicata all’igiene. Guida pratica ad uso degh
Ufficiali sanit.. Medici - Farmacisti - Commercianti - Labo-
ratori d’igiene, di merclologm, ece., di P. E. ALESSANDRI,
di pag. XXx-515, con 49 incisioni e 2 tav. . . . .

Chimica clinica, del Prof. R. SUPINO, di pagine X11-202,

Chimica delle sostanze coloranti, di A. PELLIZZA. (In
lavoro),

Chimica legale, (Tossicologia), di N. VALENTINI, di pa-
gine x11-243 , . .

Chimico (Manuale del) e de\\’\m\\xs\m.\e. Rttt W e

n o

2

50

50

50
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belle, di dati fisici e chimici e di processi d’analisi tecnica,
ad uso dei chimici analitici e tecnici, dei direttori di fab-
briche, dei fabbricanti di prodotti chimici, degli studenti di
chimica, ecc., ecc., del Dottor L. GABBA, 3* edizione am-
pliata, riveduta ed arricchita delle tavole anmalitiche di
H. WILL, di pag. XIX-457, con 12 tavole. . . . . 330

Chirurgia operativa (Man. di), dei Dottori R. STECCHI e A.
GARDINI, di pag. VIII-322, con 118 incisioni . . .8 —
Chitarra (Manuale pratico per lo studio della), di A. PISL\I,
di pag. XVI-116, con 36 figure e 25 esempi di musica. . .2 —
Ciclista, di I. GHERSI, 2* ediz. complet. rifatta del “ Manuale
del Ciclista , di A. GALANTE, di pag. 244, 147ine. . . . 2 50
Cimiteri — redi Ingegneria legale.
Classificazione delle scienze, di C. TRIVERO, p. XVI-292 . 3 —
Climatologia, di L. DE MARCHI, pag. X-204 e 6 carte. . .1 50
Cloruro di sodio — veds Sale.
Codice cavalleresco italiano (Tecnica del duello), di J..
GELLI, 9* ediz. rifatta, di pag. XVI-283 . . . 250
Codice del bollo (I1). Nuovo testo unico commentato colle
risoluzioni amministrative e le massime di giurispru-
denza, ecc., di E. CoRsI, di pag. c-564. . . . .4 30
Codice cmle del Regno d’italia, accuratamente riscon-
trato sul testo ufficiale, corredato di richiami e coordinato
dal Prof. Avv. L. FRANCHI, 2s ediz. di pag. 282 . . .1 50
Codice di commercio, accuratamente riscontrato sul testo
ufficiale, corredato di richiami e coordinato dal Prof. Avv.
L. FRANCHI, 2» ediz. di pag. IV-158. . . . . . .1350
Codice daziarjo, di G. DE SaNIo. (In la\oro)
Codice doganale italiano con commento e note, dell’Avv.
E. BRUN], di pag. Xx-1078 con 4 ine. . . . . 6 50
Codice di marina mercantile, secondo il testo uﬂicmle,
corredato di richiami e coordinato dal Prof. Avv. L. FRAN-
CHI, 2* ediz. di pag. 1v-290. . . . . .. . . .1 50
Codice metrico internazionale — veds Metrologna
Codice penale e di procedura penale, secondo il testo
ufficiale, corredato di richiami e coordinato dal Prof. Avv.
L. FRANCHI, 2* ediz. di pag. 1v-230. . . . 150
Codice penale per I’esercito e penale mllltare marltt|-
mo, secondo il testo ufficiale, corredato di richiami e coor-
dinato dal Prof. Avv. L. FRANCHI, 2* ediz. di pag. 179 . . 1 50
Codice del perito misuratore. Raccolta di norme e dati
pratici per la misurazione e la valutazione ¥ogmi \axore
-
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edile, prontuario per preventivi, liquidazioni, collaudi, pe-
rizie, arbitramenti, degli Ingegn. L. MAzZoccHI e E. MaAR-
ZORATI, di pag. XIII-498 con 116 illustrazioni .

Codice di procedura civile, accuratamente riscontrato sul
testo ufficiale, corredato di richiami e coordinato dal Prof.
Avv. L. FRANCHI, 2* ediz. di pag. 167. .

Codice del teatro (Il). Vade-mecum legale per artisti liriei
e drammatici, impresari, capicomici, direttori d’orchestra,
direzioni teatrali, agenti teatrali, gli avvocati e per il pub-
blico, dell’Avv. TARANELLI, di pag. XvI-328 .

Codici e leggi usuali d’Italia, riscontrati sul testo ufficiale
coordinati e annotati dal Prof. Avv. L. FRANCHI, raccolti in

quattro grossi volumi legati in pelle flessibile. . . . .36

Vol. 1. Codice civile - di procedura civile - di commercio
- penale - procedura penale - della marina mercantile - pe-
nale per ’esercito - penale militare marittimo (otéo codic?)
2+ edizione, di pag. viir-1261. . .

Vol. II. Parte I. Leggi usualid’ Itaha Raccolta coordmata.
di tutte le leggi speciali pii importanti e di pid ricorrente
ad estesa applicazione in [talia: con annessi deecreti e rego-
lamenti e disposte secondo I'ordine alfabetico delle mater
Dalla voce “ Abbordi in mare , alla voce - Istruz. pubblica
(Legge Casati), ; di pag. uu-1864 a 2 colonne. .

Vol. II. Parte I, Dalla voce: Laght pubblici alla voce:

Volture catastali con appen., pag. VIII-1869-2982 a 2 col. 12

Vol. III. Leggi e convenzioni sui diritti d’autore, rac-

colta generale delle leggi italiane e straniere e di tutti
i trattati e le convenzioni esistenti fra 1'Italia ed altri
Stati a cura della Societa italiana degli autori, 2* edi-
zione interamente rifatta dal prof. L. FRANCHI, di pagine
VII-617, Iegato in tutta pelle flessibile . .

Cognac (Fabbricazione del e dello spirito di vino e dlstll-
lazione delle fecce e delle vinacce, di DAL P1az, cor-
redato di annotazioni del Cav. G. PraTo, di pag. X-16%,
con 37 incisioni .

Coleotteri italiani, del Dott A (xl([Fl‘ 1\1, antomologm];
di pag. XVI-334, con 215 ine. . .

Collezioni — veds Amatore d'oggetti d' nrte - .\matow d1 mai oh-
che — Armi antiche -~ Autografi — Dizionario filatelico.

Colombi domestici e colombicoltura, del Prof. P. BoN1zzI,
2+ edizione rifatta a cura della Societd Colombifila foven-
tina, df pag. x-211, con 26 figure . . . . . .

)

<

It
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Colorazione dei metalll — vedi Metallocromia.

Colori (La scienza dei) e la pittura, di L. GrarTa, p. 248 . 2

Colori e vernici, di G. GORINI, 8* ediz. totalmente rifatta,
per cura di (G. APPIANI, di pag. X-282, con 18 incisioni 2

Combustibill — veds Imitazioni.

Commedia — vedi Letteratura drammatica.

Commercio, (Storia del) di R. LARICE, di pag. 868 . . .3

Commercio — vedi Codice — Corrispondenza commerciale — Com-
putisteria — Geografla commerciale — Industria zucchero —
Mandato — Merciologia — Produzione e commercio del vino —
Ragioneria — Scritture d’affari — Trasporti e Tariffe — Conti
fatti — Monete.

Compensazione degli errori con speciale applicazione ai
rilievi geodetici, di F. CRoTTI, pag. Iv-360 . . . . .2

Compositore-tipografo (Manuale dell’allievo), di 8. qu\m — udn
Tipografia, vol. II.

Computisteria, del Prof. V. GITTI:

Vol. I. Compustiteria commerciale, 5* ediz., (9 e 10°

migliaio) di pag. 1v-184 . . . .« .

—

Vol. IL. Compunst finanziaria, 3* ed1z pag vm—156 .15

Computisteria agraria, del Prof. L. Psm, seconda edizio-
ne rifatta, di pag. vur-210. . . . . S |

Comuni del Regno d’ Italla — vedi Dizionario.

Concia delle pelli ed arti affini, di G. GORINI, 8* edizione
interamente rifatta dal Dott. G. B. FRANCESCHI e G. VEN-
TUROLI, di pag. 1X-210 . . .2

Conciliatore (Manuale del), dell’Avv. G. PATTACCINT. Guida
teorico-pratica con formulario completo pel Conciliatore,
Cancelliere, Useciere e Patrocinatore di cause. 8* edizione
ampliata dall’autore e messa in armonia con I'ultima legge

28 luglio 1895, di pag. x-465 . . . . . .8
Concimi, del Prof. A. FUNARO, 2* edizione rmnmata e ac-
cresciuta, di pag. x11-266 . . . . . . . . . . . .2

Confezione d’abiti — vedi Abiti.

Coniglicoltura pratica, di G. LicCIARDELLI, di pag. VIII-
178, con 141 incisioni e 9 tavole in sineromia. (E in pre-
parazione la 22 edizione).

Conservazione delle sostanze alimentari, di G. GorINI,
3» edizione intieramente rifatta dai Dott. (. B. FRANCE-
SCHI e G. VENTUROLI, di pag. VIII-206 . . . . .2

Consigli pratici — vedi Ricettario domestico — lndustrmle - boc-
corsi d'urgenza.

Contabilita comunale, secondo \e nuove Asposiziont \ew-
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slative e regolamentari (Testo unico 10 febbraio 1889 e R.

Decr. 6 luglio 1890), del Prof. A. DE BRUN, pag. VIII-186. 1 50
Contabilita domestica, Nozioni amministrativo-contabili ad

uso delle famiglie e delle scuole femminili, del Rag. O.

BERGAMASCHI, di pag. XVI-186 . . . . L. .1 60
Contabilita generale dello Stato, dell’Avv. ‘E. war,

edizione rifatta, pag. Xvi-420. . . . . .8 —
Contabilita deile istituzionl di p. benefi _ tedi Beneficenza, '

Conti e calcoli fatti, dell’Ing. I. GHERSI, 93 tabelle e istru-
aioni pratiche sul modo di usarle, (Misure, Pesi, Monete,
Termometro, Gas e Vapori, Areometri, Alcoolometri, Solu-
zioni zaccherine, Pesi specifici, Legnami, Carboni, Metalli,
Divisioni del tempo, Paga giornaliera, Interessi e Annualita,

" ‘Rendita, Potenze e Radieci, Poligoni e Poliedri regolari, Sfe-
ra, Circolo, Divisione della circonf., Pendenza, pag. 204. . 2 50

Contratti agrari — veds Mezzeria.

Conversazione italiana e tedesea (Manuale di), ossia guida
completa per chiunque voglia esprimersi con proprietd e
speditezza in ambe le lingue, e per servire di vade mecum
ai viaggiatori, di A. FIORJ, 8* edizione rifatta da G. CATTA-

NEO, pag. XIv-400 . . . . .850
Conversazione italiana-francese — V. Fraseologm
Cooperative rurali, di credito, di lavoro, di produzione, di -

assicurazione, di mutuo soccorso, di consumo, di acquisto

di materie prime, di vendita di prodotti agrari. Scopo, costi-

tuzione, norme giuridiche, tecniche, amministrative, compu-

tistiche, di V. NICccoLI, pag. VIII-362 . . . 8350
Cooperazione nella sociologia e nella Iegislazmne, di F.
VIRGILII, pag. XII-228. . . . 150

Corrispondenza commerciale poliglotta, di G. Fmsom
compilata su di un piano speciale nelle lingue italiana,
francese, tedesca, inglese e spagnuola, di eui ciascuna for-
ma in s stessa l’originale e le altre ne sono la traduzione
o la chiave:

1. — PARTE ITALIANA: M te di Corrispond Commerciale
itallana corredato di facsimili dei vari documenti di pratica
giornaliera, seguito da un GLOSSARIO delle principali voci ed
espressioni attinenti al Commercio, agli Affari marittimi, alle
Operazioni bancarie ed alla Borsa, ad uso delle Scuole, dei
Banchieri, Negozianti ed Industriali di qualunque nazione, che
desiderano abilitarsi alla moderna terminologia e nella corretta
fraseolagia mercantile Ttaliana, di pag. ®%-3%% . . . . . .\
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Ay

Il. — PARTE SPAGNUOLA: Manual de Correspondencia Comerclal
Espanola, accompanado de facsimiles de los varios documentos
de uso cotidiano, seguido de un DiccroNnario Espanol-Italiano
que contiene las principales voces empleados en los Negocios
mercantiles y maritimos y los términos m#s importantes del
Banco, de la Contabilidad y de la Bolsa, compuesto para uso
de las Tscuelas, de los Banqueros, Negociante € industriales de
cualquicra nacién que desean habilitarse en 1a moderna termi-
nologia y en la corriente fraseologia mercantil espaiiola,p. xx-440.

IIl. — PARTE FRANCESE : in lavoro.

Corrispondenza in cifre — veds Crittografia.

Corse — veds Dizion. dei termini delle — Cavallo — Proverbi.

Cosmografia. Uno sguardo all' Universo, di B. M. LA LETA,
pag. XI1-197, con 11 incisioni e 8 tavole . . . ° “ .

Costituzione denll Stati — edi Diritti e doveri — Ordmam

Costruttore navale (Manuale del), di G. RossI, pag. XVI-
517, con 231 fig. intercalate nel testo e 65 tabelle. . . .

Costruzione ed economia dei fabbricati rurali, di V. NIc-
COLI, 2 edizione rifatta dell’ “ Economia dei fabbricati
rurali , di pag. XvI-885, con 125 figure . . . , . .

Cotoni — ved:i Prodotti agricoli.

Cremore di tartaro — veds Distillazione.

Cristallo — veds Specehi.

Cristallografia geometrica, fisica e chimica, applicata ai
minerali, di E. SANSONI, p. XVI-867, 284 inc. nel testo .

Cristo — vedi Imitazione di Cristo.

Cristoforo Colombo, di V. BELLIO, pag. Iv-136 e 10 inecis. «

Crittogame — veds Funghi — Malattie crittogamiche — Tartufi.

Crittografia (La) diplomatica, militare e commerciale, ossia
I’arte di cifrare e decifrare le corrispondenze segrete. Sag-
gio del conte L. GIOPPI, pag. 177 . .

Cronologia delle Scoperte Geografiche dall’anno I492 a
tutto ’anno 19C0 del Prof, L. HUGCUES. (In lavoro).

Cronologia — vedi Storia e cronologia.

Cubatura dei legnami (Prontuario per la), di G. BELLUO- -
MINI, 42 ediz. corretta ed accresciuta, pag. 220. . . ., .

Cuoio — tveds Concia delle pelli — lmitazioni.

Curiositd — vedi Amatore di oggetti d’arte — Maioliche e porcel-
lane — Armi antiche — Autografi.

Curve circolari e raccordi. Manuale pratico per il traceia-
mento delle curve in qualunque sistema e in qualsiasi caso
particolare nelle ferrovie, strade e canali e per il computo
generali dei raccordi circolari con speciali applicazioni al
tracciamento dei raddoppi del Binario delle derivazioni e
degli scambi ferroviari (In sostituzione de) mannale d\

KR{(vnKE), di C. FERRARIO, Pag. XI-204, con B4 i, |

L.c.

AN
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Dantologia, del Dott. G. A. SCARTAZZINI, 2* edizione. Vita
e Opere di Dante Alighieri, pag. vi-408 . . . . . . .8
Danze — veds Ballo.
Datterl — veds Prodotti agricoli.
Debito (It) pubblico italiano. Regole e modi per le operazioni
sui titoli che lo rappresentano, di F. AZzONI, pag. VIII-376 8
Deoorazione dei metalli — veds Metallocromia.
Decorazioni del vétro — veds 8pecchi — Fotosmaltologia.
Decorazioni e industrie artistiche, dell’Architetto A. ME-
LANI, 2 volumi, dag. XX-460, con 118 incisioni. . . . .6
Denti — veds Igiene della bocca.
Determinanti e applicazioni, di E. PascAL, pag. vII-330 . 8
Diagnostica — veds SBemeiotica.
Dialetti italici. Grammatica, iscrizione, versione e lessico,

di 0. NAZARI, pagine XVI-864 . . . . .8 —

Dialetti Ietteran greci (epico, neo-ionico, donco, eohco),
del Pof. G. BONINO, pag. XXXII-214 . . . . . 150

Didattica per gli alunni delle Scuole normali e pel maesm
elementari, del Pof. G. SoLI, pag. vii-814 . . . . . . 150

Digesto (I1), del Prof. G. FERRINI, pag. IV-134 . 150

Dilettanti di pittura — vedi Pittura ad olio.

Dinamica elementare, di G. CATTANEO, p. VIII-146, 25 fig. 1 50

Dinamite — veds Esplodenti.

Diritti e doveri dei cittadini, secondo le Istituzioni dello
Stato, per uso delle pubbliche Scuole, del Prof. D. MAF-
FIOLI, 10* edizione, (dal 26 al 30° migliaio) con una appeu-
dice sul Codice penale, pag. XVI-229 . .. .150

Dirittl d’Autore — vedi Leggi sui.

Diritto amministrativo, giusta i programmi governativi
ad uso degli Istituti tecnici, di G. LORIS, 4* edizione,
pag. Xxx-521 . . . .8

Diritto civile (bompendlo d\), del Prof G LORIS glusta i
programmi governativi ad uso degli Istituti tecnici, 2* ediz.

riveduta, corretta ed ampliata, pag. Xvi-885. . . . . .38
Diritto civile italiano, di C. ALBICINI, p. VIII-128 . . .1
Diritto commereiale italiano, del Prof. E. VIDARI, 2* edi-

zione diligentemente riveduta, pag. x-448 . . . . .8

Diritto comunale e provinciale — vedi Contabilith comunale — Dl-
ritto amministrativo — Legge comunale.

Diritto costituzionale, dell’Avv. Prof. F. P. CONTUZZI, 2%
edizione, pag. XvI-370 . . . . .. .8

50

Diritto ecclesiastico, di G. OLMO, wgme *m-s.c?. R
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Diritto internazionale privato, dell’Avv. Prof. F. P. Cox-

L.c

TUZZI, pagine XVI-322. . . . .8 -
- Diritto internazionale pubblico, dell’A\v Prof F P Cow-

TUZZI, pagine XI1I-820 .

Diritto penale, dell’Avv. A. STOPPATO, 2- ednz (m lmoro)

Diritto penale romano, di C. FERRINT, pag. VLIL-360.

Diritto romano, di C. FERRINI, 2* ediz. rif,, pag. XVI-178

Disegnatore meccanico e nozioni tecniche generali di Arit-
metica, Geometria, Algebra, Prospettiva, Resistenza dei
materiali, Apparecchi idraulici, Macchine semplici ed a va-
pore, Propulsori, per G. GOFFI, 2* edizione riveduta, pagine
XX1-485, con 363 figure . .

Disegno. 1 principii del Disegno, del Prof C BOITO, 4' edx-
zione, pag. Iv-206, con 61 silografie. .

Disegno (Grammatica del). Metodo pratico per 1mparare 11
disegno, di E. RONCHETTI, di pag. VI-190, con 34 figure,
62 schizzi intercalati nel testo e un atlante a parte con
45 lavagnette, 27 foglietti e 34 tavole. (Indivisibili) .

Disegno assonometrico, del Prof. P. PAOLONI, pag. IV-122,
con 21 tavole e 23 figure nel testo . .

Disegno geometrico, del Prof. A. ANTILLI, 2- ed, pag vm-
88, con 6 figure nel testo e 27 tavole litografiche!. . .
Disegno, Teoria e Costruzione delle Navi, ad uso dei Pro-
gettisti e Costruttori di Navi - Capi tecnici, Assistenti e Di-
segnatori navali - Capi operai carpentieri - Alunni d’Istituti

Naautici, di E. GIORLI, pag. VIII-238, con 810 incisioni .

Disegno industriale, di E. GIORLI. Corso regolare di dise-
gno geometrico e delle proiezioni. Degli sviluppi delle su-
perfici dei solidi. Della costruzione dei principali argani
delle macchine. Macchine utensili. 8* ediz., pag. VIu~152
con 300 problemi risolti e 448 figure -

Disegno di proiezioni ortogonali, del Prof. D LA.\DI, d1
pagine V111-152, con 192 incisioni

Disegno topografico, del Capitano G. mau,m "a edv.,
pagine. V1-137, con 12 tavole e 10 incisioni .

Disinfezione (La pratica della) pubblica e privata per i Dot—
tori P. B. ALESSANDRI e L. P1ZZINI, 23 edizione, pag. VIII-
258. con 29 incisioni . .

Distillazione delle Vinacce, e delle frutta fermentate.
Fabbricazione razionale del Cognac. Estrazione del
Cremore di Tartaro ed utilizzazione &\ tuk\\ \ ves\-

Vo

.8

.38
.1

[

50

50

50

50

50
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dui della distillazione, di M. DA PONTE, 2* edizione ri-
fatta, contenenti le leggi italiane sugli spiriti e la legge

Austro-Ungarica, pag. X11-875, con 68 incisioni . . . 8 50
Ditteri italiani, di PaoLo Loy (Fntomologm IID, pag
VII-856, con 227 incisioni . . .8 —

Dnznonarlo alpino italiano. Parte 1% Vette e valichi ita- '
liant, dell'Ing. E. BIGNAMI-SORMANL -- Parte 2 Vall
lombarde e limitrofe alla Lombardia, dell’Ing. C. Sco-
LARI, pag. XXII-810. .

Dizionario di abbreviature latme ed |taliane usate nelle
carte e codici specialmente del Medio Evo, riprodotte
con oltre 18000 segni incisi, aggiuntovi un prontuario di
Sigle Epigrafiche. 1 monogrammi, la numerizzazione ro-
mana ed arabica e i segni indicanti monete, pesi, misu-
re, ecc., per cura di ADRIANO CAPPELLI, Archivista-Pa-
leografo presso il R. Archivio di Stato in Milano, pagine
LXII-438, con elegante legatura in ecromo . . . . . .7 50

Dizionario bibliografico, di C. ARLIA, pag. 100 . . . .1 50

Dizionario Biografico Universale, del Professor Dottor
G. GAROLLO. (In lavoro).

Dizionario dei comuni del Regno d’ltalia, secondo il Cen-
simento del 10 febbraio 1901, compilato da B. SANTI, di
pag. XLVI-175. . . .3 —

Dizionario Eritreo (cholo Itahano-Arabo Amarlco, rac-
colta dei vocaboli pill usuali nelle principali lingue parlate
nella Colonia Eritrea, di A. ALLORI, pag. XXXIII-203 . . 2 50

Dizionario filatelico, per il raccoglitore di francobolli con
introduzione storica e bibliografica, di J. GELLI, 2* ediz.,
con Appendice 1898-99, pag. LXII[-464 . . . . 4 50

Dizionario fotografico pei dilettanti e profeasmmau con ol-
tre 1500 voci in 4 lingue, 500 sinonimi e 600 formnle di
L. GIOPPI, pag. VIII-600, 95 incisioni e 10 tavole. . . . 7 50

Dizionario geografico universale, del Prof. Dott. G. (iA-
ROLLO, 4* edizione del tutto rifatta e molto ampliata, di
pagine xr-1451 . . . . e e e 10—

Dizionario gotico — vedi Linguna gotua

Dizionario milanese-italiano e repertorio italiano-mila-
nese, di CLETTO ARRIGHI, pag. 912, a 2 colonne, 2 ediz. 8 50

Dizionario Numismatico — ved:i Vocabolarietto numismatico.

Dizionario rumeno — ted: (irammatica rumena.

Dizionario stenografico. Sigle e abbreviatuxe AL\ wistews
Gabelsberger-Noe, di A. SCHIAVENATO, paf,. XN 1-\%

w

50
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Dizionario tascabile (Nuovo) italiano-tedesco e tedesco-
italiano, compilato sui migliori vocabolari moderni e prov-
visto d’un’accurata accentuazione per la pronuncia dell’ita-
liano, di A. FIORI, 8* edizione, pag. 798, completamente ri-
fatta dal Prof. G. CATTANEO . .

Dizionario tecnico in quattro lingue dell Ing E WEBBER.,
4 volumi:

Vol. I. Italiano-Tedesco-Francese-Inglese, 2* ediz. com-
pletamente riveduta e aumentata di circa 2000 ter-
mini teeniei, pag. X11-553 .

Vol. II. Deutsch- Itahemsch—Franzos1sch-Enghseh p 408

Vol. III. Fran¢ais-Italien-Allemand-Anglais, pag. 509 .

Vol. IV. Englisch-Italian-German-French, pag. 659.

Dizionario (Piccolo) dei termini delle corse, di G. VoIL-
PINI, di pagine 47. (Esaurito).

Dizionario turco — veds Grammatica turca.

Dizionario universale delle lingue italiana, tedesca in-
glese e francese. disposte in unico alfabeto, 1 volume di
pag. 1200 a 2 colonne . . e e e e e e e

Dizionario Volapiik — veds \olapuk

Dogane — vedé Codice doganale — Trasporti e tariffe.

Doratura — veds Galvanizzaz. — Galvanostegia — Metallocromia.

Dottrina popolare, in { lingue, (Italiana, Francese, Inglese
e Tedesca). Motti popolari, frasi commerciali e proverbi,
raccolti da G. SESsA, 2» edizione, pag. Iv-112 . .

Doveri del macchinista navale, e condotta della macching
a vapore marina ad uso dei macchinista navali e degli Isti-
tuti nautici, di M. LIGNAROQLO, pag. XVI-308 . . . .

Drammi — vedi Letteratura drammatica.

Duellante (Manuale del) in appendice al Codice cavalleresco,
di J. GELLI, 2* edizione, pag. VIII-256, con 26 tavole.
Ebanista — vedi Falegname — Modellatore mecc. — Operaio.

Educazione dei bambini — vedi Ortofrenia — Sordomuti.

Economia matematica (Introduzione alla), dei Prof. F. VIR-
GILIL e C. GARIBALDI, pag. XII-210, con 19 incisioni

Economia politica, del Prof. W. S. JEVONS, traduzione del
Prof. L. CossaA, 42 ediz. riveduta, pag. XvI-179.

Edilizia — vedr Fabbric. civili -— Ingegneria civ. — Ingegn. leg

Elettricita, del Prof. FLEEMING JENKIN, traduz. del Prof,
R. FERRINTI, 38* ediz. rived., pag. X1I-237, con 40 incisioni .

Elettrochimica (Prime nozioni elementari di), del Professor

(-2 -}
I

. 850

. 250

A. C08S4, pagine VIII-104, con 10 inelstomd . . . . . AW
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Elettrotecnica (Manuale di', di GRAWINKEL-STRECKER, tra-
duzione italiana dell'Ing. FLAVIO DESSY, pagine XVI-816,
con'846 figure. . . C e e e e e . . 950

Ematologla — rvedi Malattie del sangue

Embriologia e morfologia generale, del Prof. G. CATTA-
NEO, pag. X-242, con 71 incisioni. . . 150

Enciclopedia del giurista -— vedi Codici e leggl usunli d'ltalm.

Enciclopedia Hoepli (Piccola), in 2 grossi vol. di 3375 pag.d

2 col. per ogni pag., con Appendice (146740 voci). . . .20 —
Energla fislca, del Prof. R. FERRINI, pag. VIII-187, con 47
incisioni. 2* edizione interamente rifatta . . . . . 150

Emmmlstica. Guida per comporre e per spiegare Dmmml
Sciarade, Anagrammi, Logogrifi, Rebus, ece., di D. TOL0-
SANI (Bajardo), pag. XII-516, con 29 illustr. e molti esempi 6 50

Enologia, precetti ad uso degli enologi italiani, del Professor
0. OTTAVI, 4* edizione interamente rifatta da A. STRGC-
CHI, con una Appendice sul metodo della Botte unitaria pei
caleoli relativi alle botti circolari, dell’Ing. agr. R. BASSI,
pag. XvI-304, con 38 incisioni 2

Enologia domestlca, di R. SERvmxorTo, pag VIL-238 .

Entomologia di A. GrIFFINI E P. Lioy, ¢4 volumi (vedi (.oleotton
— Ditteri -— Lepidotteri — I tteri).

Epigrafia latina. Trattato elementare con esercizi pratici e
facsimili, con 65 tav. del Prof. 8. RtcCI. pag. XXXII-448 . 6 50

— vedy Dizionario di abbreviature latine.

Epilessia, Eziologia, Patogenesi, Cura, Dr. P. PINI, p. X-277 2 50

Eritrea — vedi Arabo parlato — Dizionario eritreo, — Gramma-
tica galla — Lingue d’Africa — Prodofti agricoli del Tropico
— Tigrd italiano.

Errori e pregiudizi volgari, confutati colla scorta della
scienza e del raziocinio da G. STRAFFORELLO, 2* edizioue
aceresciuta, pag. X1-196 . . . . . . . . . . . .150

Esame degli infermi — vedi Semeiotica.

Esattore comunale (Manuale dell’), ad uso anche dei Rice-
vitori provinciali, Messi esattoriali, Prefetti, Intendenti di
finanza, Agenti imposte, Sindaci e Segretari dei Comuni,
Avvoceati, Ingegneri, Ragionieri, Notai e Contribuenti, del
Rag. R. MAINARDI, 2* ediz. rived. e ampl.. pag. XVI-480 . 5 50

Esercizi geografici e quesiti, sull’Atlante geografico
universale di R. Kiepert, di L. IUGUFs, 3* ediz. rifatta
di pagine vI1I-208 . . .13a

Esercizi sulla geometria elementa\-e, 36\ Prot. Ny

CHERLE, pag. VIII-180, con 50 incision! . .
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Esercizi greci, per la 4* classe ginnasiale in correlazione
alle Nozioni elemen. di lingua greca, del Prof. V. INAMA:
del Prof. A. V. BISCONTI, 2* ediz. rifatta, di p. XXVI-234 .3 —

Esercizi latini con regole (Morfologla generale), del Prof.

P. E. CERETI, pag. XI11-832. . . . .150

Esercizi di stenografia — veds Stenograﬂa

Esercizi di traduzione a complemento della grammatica
francese, del Prof, G. PRAT, pag. VI-188 . . . 150

Esercizi di traduzione con vocabolario a complemento
della Grammatica tedesca, di G. ADLER, 2" ed. »P. VII-284. 1 50

Esercizi ed applicazione di Trlgonometrla piana, con
400 esercizi e problemi proposti dal Prof C. ALASIA, pag.
XVI-292, con 30 ineisioni . . . . 150

Esplodentl e modo di fabbricarli, di R MOLNA, p XX-800 2 50

— vedi anche Pirotecnica.

Espropriazione — veds Ingegneria legale.

Essenze — vedi Profumiere — Liquorista — Ricettario ind.

Estetica, del prof. M. PiLo, di pag. xx-260. . . . . 150

Estimo di cose d’arte — vedi Amatore di oggetti d'arte e dl cu-
riosith — Amatore di Maioliche e Porcellane.

Estimo dei terreni. Garanzia dei prestiti ipotecari e della
equa ripartizione dei terreni, dell’lng P. FILIPPINI, pag.
XVI-828, con 3 ineisioni.

Estimo rurale, del Prof. CARE(‘& DI MLRICCE pag v1-164

Etica, (Elementi di) del Prof. G. VIDARI, di pag. XVI-334.

Etnografia, di B. MALFATTI, 2* ediz. inter. rifusa, p. VI-200.

Evoluzione (Storia dell’), del Prof. CARLO FENIZIA, con bre-
ve saggio di Bibliografia evoluzionistica, pag. XIv-389 . .8 —

Fabbricati civili di abitazione, dell’Ing. C. LEVI, 2* ediz.
rifatta, con 207 incis., e i Capitolati d’oneri approvau dalle
principali eittd d’ Italia, pag. XvI-412 . . . . 490

Fabbricati rurali (Costruzione ed economia del) 9' edxmone
rifatia dall’ “ Economia dei fabbricati rurali ., di V. N1c- .
COLI, di pag. XVI-335, con 125 fligure . . . . 850

Fabbro — ¢. Aritmetica dell’operaio — Fonditore — Meccamco —
Operaio — Tornitore.

Fabbro-ferraio (Manuale pralico del), di G. BELLUOMINI,
opera necessaria ed indispensabile ai fabbri fucinatori, agli
aggiustatori meccanici, armajuoli, carrozzieri, carradori,
calderai, coltellinai, fumisti, eostruttori di strumenti me-
triei, di serrature, di arnesi rurali. di ferramenti in ge-
nere ed a tutti quelli che si dilettano nei lavori in ferro
ed in acciaio. di pag. VIII-242, con 224 ineisioni . . .2 50

Falegname ed ebanista. Natura dei \egnami, maniera di

conservarli, prepararli, colorirli e veruiciariy, oto cubexesy,

di G. BELLUOMINI, di pag. X-138, con 42 lndisiomy . . % —

»-mme.o
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Fanciulli — (idioti, imbecilli, tardivi, ecc.) v. Ortotremia.
Farfalle — veds Lepidotteri.

Farmacista (Manunale del), del Prof. P, E. ALESSANDRI, 2*
edizione interamente rifatta e aumentata, corredata di tutti
i nuovi medicamenti in uso nella terapeutica, loro proprieta,
caratteri, alterazioni, falsificazioni, usi, dosi, ecc., pag. XVI-

781, con 142 tavole e 82 incisioni . . . 650

Farmacoterapia e formulario, di P. PICCININL (In lav. ).

Ferrovie — veds Codice doganale — Curve — Ingegneria legale
Macchin. e Fuochista — Trasporti e tarifte.

Filatelia — vcds Dizionario filatelico.

Filatura. Manuale di filatura, tessitura e lavorazione mecca-
nica delle fibre tessili, di E. GROTHE, traduzione sull’ultima
tedesca, pag. VIiI-414, con 105 incisioni .

Filatura della seta, di G. PasquaLis. (In la\oro)

Filologia classica, greca e Iatma, del Prof. V. INaMg,

di pag. X1-195 . . .1

Filonauta. Quadro generale d1 nav 1gazmne da dlporto e con-
sigli ai principianti, con un Vocabolorio tecnico pilt in uso

nel panfiliamento, del Cap. G. OLIVARI, pag. XVI-286 . . 2

Filosofia morale, del Prof. L. FRIS0, pag. XVI-836 .
Fillossera e le principali malattie crittogamiche della vite
con speciale riguardo ai mezzi di difesa, del Dott. V., PE-

GLION, pag. VIII-302, con 89 incisioni. . . . . . . .38

Filugello — ved: Bachi da seta.
Fiori artificiali, Manuale del florista, di O. BALLERINI,

pag. XvI-278, con 144 incisioni, e 1 tav. a 836 colori . . . 8

— veds anche Pomologia artificiale.
Fisica, del Prof. 0. MURANI, con 243 incisioni e 8 tavole, 6*
edizione, completamente rifatta del Manuale di Fisica di

BALFOUR STEWART pag. XVI-411 . . . .2

Fisica cristallografica, W. VOIGT, trad. A SELLA. (In la\ .
Fisiologia, di FOSTER, traduzione del Prof. (. ALBINI, 3

edizione, pag. XI-158, con 18 incisioni . . * . . . .1

Fisiologia comparata — ved: Anatomia.
Fisiologia vegetale, del Dott. LUIGI MONTEMARTINI, pag.

XVI-230, con 6§ incisioni . . . .1

Florlcoltura (Manuale di), di C. M. Fratelli Ro. A, 3 edmo-

ne riveduta da G. RoDA, pag. VIII-256, con 87 incisioni. . 2

Florilegio poetico greco, del Prof. V. INAMA. (In lavoro),

Flotte moderne (Le) 1896-1900, di E. BUCCI DI SANTAFIORA.
Complemento de] Manuale del Marino, del C.D¥. ANEZAGN,
paginerv-204 . . . . . . . . . . . . . .« -
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. L.c
Fognatura cittadina, dell'Ing. D. SPATARO, pag. X-684, con .
220 figure e 1 tavola in litografla . . . . . . LT -
Fognatura domestica, dell'Ing. A. CERUTTI, pag. vm-m
con 200 incisioni . . . . -
Fonditore in tutti i metalll (Manuale ('el), di . Bsu.co-
MINI, 2* edizione, pag. VIII-150, con 41 incisioni . . . .2 —
Fonclogia italiana, di L. STOPPATO, pag. VIII-102. . . .13
Fonologia latina, del Prof. 8. CoNsoOLI, pag. 208 . . . . 130
Foreste - - redi Ingegneria legale — Selvicoltura.
Formaggio — tedi Caseificio — Latte, burro e cacio.
Formulario scolastico di matematica elementare (aritme-
tica, algebra, geometria, trigonometria), di M. A. ROSSOTTI,
di pag. xvi-192 . . . . . . . . 1350
Fotocalchi — vedi Arti grafiche — Chlmlcn rotograﬂca - Foto-
gratia industriale — Processi fotomeccanici.
Fotocollografia —— :edi Processi fotomeccanici.
Fotocromatografia (La), del Dott. L. Sassi, pag. XXI-188,
con 19 incisioni . . I R
Fotografia industriale (La), fotocalehi economici per la ri-
produzione di disegni, piani, vcarte, musica, negative foto-
grafiche, ece., del Dott. LUIGI GIOPPI, pag. VIII-208, con
12 incisioni e 5 tavole fuori testo. . . . 02350
Fotograﬁa ortocromatica, del Dott. C. Bomu\u, pagme
XVI-277, con incisioni e 5 tavole. . . . . . . . 330
Fotografia pei dilettanti. (Come dipinge il sole), dl G.
MCUFFONE, 5* edizione rifatta ed amphnta, pag. Xx-383,
con 99 incisioni e 11 tavole. . . . . . .3 —
Fotogrammetria, Fototopografia praticata in lt.alm e apph-
zione della fotogrammetria all'idrografla, dell’Ing. P. Pa-
GANINI. pag. XVI-258, con 56 figure e 4 tavole. . . .3 50
Fotolitografia — vedi Arti grafiche — FProcessi fotomecc.
Fotosmaltografia (La), applicata alla decorazione indu-
striale delle ceramiche e dei vetri, di A. MONTAGNA, pag.
VII-200, eon 16 incisioni nel testo . . . . . . . .2 —
Fototipografia - vedi Arti grafiche — Processi fotomecc.
Fragole cedd Frutta minori.
Francia - tedi Storia della Francia.
Francobolli - - tedi Dizionario fllatelico.
Fraseologia francese-italiana, di E. BAROSCHI RORESINI,
od 16 VII-262 250

Fa’eg"amkn uallann-tedesca .- mh Con\eL.mone Dottrina po-

conservarli
di G. Bg1,p,— te/i Ortofronia.



ELENCO DEI MANUALI HOEI'LI

81

Frumento (I1), (come si coltiva o si dovrebbe coltivare in
[talia) di E. AZIMONTI, 2* edizione completamente rifatta
del Manuale “ Frumento e mais , di G. CA.\'TONI, di pa-
gine XVI-276 . . . . .« s e . P

Frutta minori. Fragole, popom, ribes, uva spma e ]ampom
del Prof. A. Puccr, pag. VLI-193, con Y6 incisioni

Frutta fermentate — nedi Distillazione

Frutticoltura, del Prof. Dott. D. TAMARO, 3° mlmono, di
pag. XvIIr-219, con 81 ineisioni . . . . . . .

Frutti artificlall — reds Pomologia artificiale.

Fulmini e parafulmini, del Dott. Prof. CANESTRINI, pag.
VIII-166, con 6 incisioni . .

Funghi mangerecei e funghi velenosu, del Dott. F. Ca-
VARA, di pag. Xvi-192, con 43 tavole e 11 incisioni .

- Funzioni analitiche (Teoria delle), di (i. VIVANTI, pa"me
VII-482 (volume doppio) . . .
Funzioni ellittiche, el Prof. E. Pasc \l pa" 240 .
Fuochista — tvedi Macchinista e fuochista.

Fuoohl artifiolali — vedi — Esplodenti — Pirotecnia
Gallinacel — tedi Animali da cortile — Colombi — Pollicoltura.

Galvanizzazione, pulitura e verniciatura dei metalli e
rlvanoplastica in generale. Manuale pratico per l'in-
ustriale e ’operaio riguardante la nichelatura, ramatura.
ottonatura, doratura, argentatura, stagnatura, zincatura.
acefaiatura, antimoniatura, cobaltatura, ossidatura, galvic-
noplastica in rame, argento, oro, ecc., in tutte le varie
applicaz. pratiche, di F. WERTH, di p. XVI-824, con 153 inc.

Galvanoplastica ed altre applicazione dellelettrolisi. (tal-
vanostegia, Elettrometallurgia, Aflinatura dei metalli, Pre-
parazione dell’alluminio, Sbianchimento della carta e delle
stoffe, Risanamento delle acque, Concia elettrica delle
pelli, ecc., del Prof. R. FERRINI, 3* edizione, completa-
mente rifatta, pag. XI1-417, con 45 incisioni . . . . .

Galvanostegia, dell’ Ing. I. GHERSL. Nichelaturs, argenta-
tura, doratura, ramatura, metallizzazione, ecc. pa". XII-
824, con 4 incisioni . . . .

Gastronomia (Terminologia p:'lstronomwa u.xlmna e h.m-
cese) di L. BORGORELLO. con 300 Menus. (In lavoero,.

Gaz illuminante (Industria del, di V. CALZAVARYA, paw.
XXXII-672, con 375 incisioni e 216 tabelle

- - tedi Incandescenza a gaz.

Belsicoltura, del Prof. D. TAMARO, pag. XVI-175 e 22 ine,

Geografia, di ;. GROVE, traduzione del Prof. (i. GALLETTI,
2% edizione riveduta, pag. X1-160, con 20 ineisiont

L. c.
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Geografia classica, di H. . ToZER, traduzione e note del
Prof. [. GENTILE, 5% edmone, pag. Iv-168 . . .

Geografia commerciale economica. Europa, 4sta, Oceama,

Africa, America, di P. LANZONI, pag. VIII-844. . . .

Geografia fisica, di A. GEIKIE, traduzione di A. STOPPANI,
3% edizione, pag. 1v-182, con 20 ineisioni .

Geologia, di A. GEIKIE, traduzione di A. STOPPANT, qunrta
edizione, riveduta sull'ultima edizione inglese da G. MER-
CALLI, pag. XII-176, con 47 ineisioni

'Geometrla analitica dello spazio, del Prof. F. Ascun:m

ﬂ

pag. VI-196, con 11 incisioni. .

Geometria analitica del piano, del Prof. F Aa‘“HIFRI, ai
pag. VI-194, con 12 ineisioni .

Geometria descnttlva, del Prof. ASCHIERI, png vI-222
con 103 incisioni, 2* edizione rifatta.

Geometria elementare — redi Esercizi di Geometria pnm — Pro-
blemi di Geometria elementare.

Geometria e trigonometria della sfera, del Prof. C. ALa-
SIA, pag. VILI-208, con 84 imeisioni . . . .

Geometria metrica e trigonometria, del Prof S PN—
CHERLE, 5 edizione, pag. 1v-158, con 47 incisioni. .

— vedi anche Esercizi di Trigonometria.

Geometria pratica, dell'Ing. Prof. G. EREDE, 3* edizione
riveduta ed aumentata, pag. XII-258, con 1384 incis. . .

Geometria projettiva del piano e della stella, del Prof.
F. ASCHIERI, 2* edizione, pag. VI-228, con 86 incisioni. .

Geometria projettiva dello spazio, del Prof. F. ASCHIERI,
2a edizione rifatta, pag. VI-264, con 16 incisioni

Geometria pura elementare, del Prof. 8. PINCHERLE, £*
edizione, con l'aggiunta delle ﬁgurc sferiche, pag. ViII-
176, con 121 incisioni . .

Giardino (1) infantile, di P. Cowr pag. 1Iv ‘713, 2. tav.

Ginnastica (Storia della), di F. VALLETTI, pag. VIII-181

Ginnastica femminile, di I'. VALLETTI, pag. VI-112, 67 ill.

Ginnastica maschile (Manuale di), per cura di J. GELLI,
pag. VIIi-108, con 216 ineisioni e e e

- vedi anche Giuochi ginnastici.

Gioielleria, oreficeria, oro, argento e platmo, di E. Bo-
SELLI, pag. 336, con 125 inecisioni.
tedi airke Metalli preziosi -- Pietre \\\umsm

. 130
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88

. L
Giuochi ginnastici per la gioventa delle Scuole e de! po-

polo, raccolti e deseritti. di F. GABRIELLI, pag. Xx-218,
con 24 tavole illustrative .

Giustizia amministrativa (Man. dl), @ G. Vm"m (In la.v)

Glottologia, del Prof. G. DE GREGORIO, pag. XXXII-818

Gnomonica ossia ’arte di costruire orologi solari, lezioni
popolari di B. M. LA LETA, pag. VIL-160, con 19 ﬂgure.

@Gomma elastica — veds Imitazioni.

Grafologia, di C. LOMBROSO, pag. V-245 e 470 fac-simili.

Grammatica albanese con le poesie rare di Vanboda,
del Prof. V. LIBRANDI, pag. XVI-200

Grammatica Araba — vedi Arabo parlato.

@rammatica araldica - veds Araldica — Vocabolario araldico.

Grammatica ed esercizi pratici della lingua danese-
norvegiana con un supplemento contenente le principali
espressioni tecnico-nautiche ad uso degli ufficiali di ma-
rina che frequentano i mari del nord e gli stretti del
Baltico, di G. FRISONI, pag. XX-488. . .

Grammatica ed esercizi pratici della Iingua ebralca,
del Prof. I. LEvI fu IsAcco, pag. 192 . .

Grammatica francese, del Prof. G. PRaT, seconda edi-
zione riveduta, pag. XII-299 .

Grammatica e dizionario della Imgua del Galla (oro-
monica), del Prof. E. VITERBO:

Vol. I. Galla-Italiano, pag. vIII-152 .
Vol. 1I. Italiano-Galla, pag. LX1V-106

Grammatica gotica — vedi Lingua gotica.

Grammatica greca. (Nozioni elementari di lingua greca),
del Prof. INAMA. 2* edizione, pag. XVI-208 .

Grammatica della lingua greca moderna, del Prof. R.
LOVERA, pag. VI-154

Grammatica inglese, del Prof. L. PAvn pag XI1-260

Grammatica italiana, del Prof. T. Covcmr, 28 edizione
riveduta, pag. XvI-230 . .

Gl‘ammatica latina, del Prof. L. V-\L\HGGI seconda edi-
zione, pag. VIII-256 .

Grammatica della lingua olandese, di M. ‘\IORGA‘IA, i
pagine VIII-124 .

Grammatica ed eserenzu pratlcl della Imgua portnghese-
brasiliana, del Prof. G. FRISONI, pag. XI[-267 .

Grammatica e vocabolario della lmgua rumena, del Prof.
R. LOVERA, pag. vIII-200. . . . SN .
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Grammatica russa, del Prof. VOINOVICH, png x-272

Grammatioa sanscrita — veds Sanscrito.

Grammatica della lingua slovena. Esercizx e vocabola::.
del Prof. BRUNO GUYON, pag. XVI-814.

Grammatica spagnuola, del Prof. Pavia, 2* edizlone,
pagine XVIII-272 . .

Grammatica della Iingua svedese, del Prof. E. PAR: i,

pagine xv-298. . .

Grammatica tedesca, del Prof L Pwu, 2 edmor -:i
pagine XVIII-272 . e e

@rammatioa Tigré — vedi Tigré italinno

Grammatica turca osmanli, con paradigmi, crestom: :. 1
e glossario, di L. BONELLI, pag. VII[-200 e 5 tavole

@randine — vedi Assicurazioni.

@ranturco — vedé Frumento e mais — Industria dei moliui.

Gravitazione. Spiegazione elementure delle prineipa'i ves-
turbazioni nel sistema solare, di Sir G. B. AIRY, t-2du-
zione di F. PORRO, con 50 incisioni, pag. XXII-17

@recia antica — veds Archeologia (Arte greca) — Mitologis
— Monete greche — Storia antica.

Gruppi di trasformazione (Teoria dei), di E. PascAL. (In
lavoro).

Guttaperca — veds Imitazioni.

Humus (L"), la fertilita e I'igiene dei terreni eulturali,
del Prof. A. CASALI, pag. XVI-210

Idraulica, di T. PERDONI, di pag. \“m-ds_’, con 301 fi-
gure e 3 tavole . - Coe e

Idrografia — veds Fotogrammetna

Idroterapia, di G. GIBELLI, pag. IV-288, con 30 incis. .

— veds anche Acque minerali e termali del Regno d'Italia.

Igiene della Bocca e dei Denti, nozioni elementari di O-
dontologia, del Prof. Dott. L COULLIACUX, di pagine XVI-
380, con 23 incisioni .

Igiene del lavoro, di 'I‘anLsTl A. e SANARELL I, pagme
VIII-262, con 70 incisioni.

lgiene della pelle, di A. BELLINI, pag XVI-240. 7 incis.

Igiene privata e medicina popolare ad uso. delle mmxghe,
di C. BoCk, 2* edizione italiana curata dal Dott. Grov.
GALLI, pag. XVI-272 Coe

lgiene rurale, di A. (ummou. ps,gme x-4 o . ..

lgiene scolastica, di A. REPOssI, 2* ediz., pag. IV-246

,i,-....n veterinaria, del Dott. U. Bawey, ‘w\\

1 \
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L.c
lgiene della vista sotto il rispetto scolaetico, del Dott.

A. LOMONACO, pag. KII-272. . .

lgiene della vita pubblica e privata del Dott (, F\-
RALLI, di pag. XII-250 . . .

Igroscopi, ‘igrometri, umidita atmosfenca, del Prof. P.
CANTONI, pag. XII-142, con 24 incisioni e 7 tabelle .

{lluminazione — veds Acetilene — Gaz. illum. — Incandescenza.

Illuminazione elettrica (Impianti di), Manuale pratico del-
I'Ing. E. P1AzzOLI, 5* ediz. interamente rifatta, (9-10 mi-
gllaio) seguita da un’appendice contenente la legislazione
Italiana relativa agli impianti elettrici, di pag 606, con
264 incisioni, 90 tabelle e 2 tavole .

Imbalsamatore — vedi Naturalisia preparatore — Vatnrnllsta
viaggiatoxe — Zoologia.

Imenotteri, Neurotteri, Pseudoneurotteri, Ortotteri e
Rincoti italiani, del Dott. E. GRIFFINI (Entomologia V),
pag. XvI-687, con 243 incisioni . .

Imitazione di Cristo (Della), Libri quattro & Gro. GER-
SENIO, volgarizzamento di CESARE GUASTI, con proemio
e note di G. M. ZAMPINI, pag. LVI-396 .

imitazioni e succedanei dell’ing. I. GHERSI. (In lavoro)

Immunita e resistenza alle malattie, di A. GALLI Va-
LERIO, pag. VIII-218. .

Impiego ipodermico e la dosatura del rlmedl, Mammle
di terapeutica del Dott. G. MALACRIDA, pag. 305 . .

Imposte dirette (Riscossione delle), dell’Avv. E. BRUNI, di
pag. VII-158 -

Incandescenza a gaz, (Fabbncaznone dello retlcelle) di L.
CASTELLANI, pag. X-140, con 38 incisioni. .

Inohlostri — veds Ricettario industriale — Vernici ecc.

Incisionl — veds Amatore d’oggetti d’arte e di curiosita.

Indovinelll -~ vedi Enimmistica.

Industrie (Piccole). Scuole e musei indastriali - Industrie
agricole e rurali - Industrie manifatturiere ed artistiche,
dell’Ing. 1. GHERSI, 2* edizione completamente rifatta del
Manuale delle Piccole Industrie del Prof. A. ERRERA,
pag. XII-372. .

Infermlere — veds Assistenza degli mferml — hoccoru d urgenLa.
— Tisici e sanatorii.

Infanzla — vedé Terapia delle malattie dell’ -— Giardino infantile
— Nutrizione — Ortofrenia — Sordomuto.

Infezione — vedi Disinfezione — Medicatura antizettiea.

Infortunii sul lavoro — vedi Liegge sugli.

[
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50
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Infortunii della montagna (GL). Manuale pratico degli Al-

pinisti, delle guide e dei portatori, del Dott. 0. BER-
NHARD, traduzione con aggiunte del Dott. R. CURTI, di
pag. XVIII-60, con 65 tav. e 175 figure dimostrative . . 3 50
Infortuni sul lavoro, (Mezzi tecnici per prevenirli) di E
MAGRINI. (In lavoro).
— veds anche Leggi per gli.
ingegnere agronomo — veds Agronomia — Prontuario dell’agric..
Ingegnere civile. Manuale dell’ingegnere civile e industriale,
del Prof. G. COLOMBO, 18* edizione modificata e aumen-
tata, (469 47° e 48° migliaia), con 212 fig., pag. XIv-416. 5 50
II medesimo tradotto in francese da P. MARCILLAC . 5 50
Ingegnere navale. Prontuario di A. CIGNONI, pag. XXXII-
292, con 36 figure. Legato in pelle . . . 5 50
Ingegnerla legale per tecnici e giuristi (Manuale dl), del-
I'Avv. A. LioN. Commento ed illustrazione con la pin re-
cente giurisprudenza: Responsability - Perizia - Servitl -
Piani regolatori e di ampliamento - Legge di sanitd - Re-
golamenti d’igiene ed edilizii - Espropriazione - Miniere -
Foreste - Catasto - Privativa industriale - Acque - Strade -
Ferrovie - Tramvay - Bonifiche - Telefoni - Appalti - Ripa-
razioni - Cimiteri - Derivazioni di acque pubbliche - Monu-
menti d’arte e d’antichita, ecc., pag. VIIE-552 . . . . .5 00
Inghilterra — veds Storia d’Inghilerra.
Insetti nocivi, del Prof. F. FRANCESCHINI, pag. VIII-264,
con 96 incisioni . . . .2 —
Insetti utili, del Prof. F. FRAI\CESCHINI, di pag xu—160
con 43 incisioni e 1 tavola . . .2 —
Interesse e sconto, del Prof. E. GAGLIARDI, 2- edmone
rifatta e aumentata, pagine vim-198. . . . . . . .2 —
Inumazioni — veds Morte vera.
Ipnotismo — veds Magnetismo — Bpiritismo — Telepatia.
Ipoteche (Man. per le), di A. RABBENO, pag. XVI-247 . . .1 50
Ittiologia italiana, del Dott. A. GRIFFINI, con molte in-
cisioni. (In lavoro).
— veds anche Piscicoltura — Ostricoltura.
Lacche — veds Vernici ecc.
Latte, burro e cacio. Chimica analitica applicata al caswi-
ficio, del Prof. SARTORI, pag. X-162, con 24 inecisioni .2 —
Abiti per signora
Biancheria.
Lavori femminili — vedi < Macchine da cucire.
Monogrammi.
Trice al fusello.
Lavori pubblici — redi Leggi sul lavori pubbiic.
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Lavori in terra (Manuale di), dell’ Ing B. LEONI, pag. XI-
805, con 88 incisioni .

Lawn-Tennls, di V. BA.DDELEY, prmm Lraduzmne mhana

con note e aggiunte del trad., pag. XxXXx-206, con 18 illustr. 2

Legge (La nuova) comunale e provinciale, annotata da E.
AZZOCCOLO, 4* edizione, interamente rifatta con 1'ag-
giunta del regolamento e di 2 indici, pag. xm1-820. . .7

Legge sui lavori pubblici e regolamentl, di L. FRANCHI,

pag. Iv-110-CXLVUI. * . 1.

Legge sull’ordinamento gmdlziarlo, dell’Av. L. mecm,
pag. IV-92-CXXVI. . . .1

Legge sulla proprieta Ietterarla, di L. FRANCHI (In la\')

Legg! e convenzionl sul dirittl d’autore — vedi Codici e leggi u-
suali d’ Italia, vol. 1II.

Leggi per g’ lnfortunli sul lavoro, dell’Avv. A. SALVA-

. TORE, pag. .8

Leggi e convenzmni sulle privatlve industrlali dlsegm,
modelli di fabbrica, marchi difabbrica e di commercio, di
L. FRANCHLI. (In lavoro).

Leggi sulla sanita e sicurezza puhbliea, di L. FRANCHI,
pa.g Iv-108-XCcII . . .

Leggi sulle tasse di Beglstro e Bollo, con appendme, del

rof. L. FRANCHI, pag. IV-124-CII .. .

Leggl usuali d’Italia — veds Codici e leggi.

Leghe metalliche ed amalgame, alluminio, nichelio, me-
talli preziosi e imitazione, bronzo, ottone, monete e me-

daglie, saldature, dell’Ing. I. GHERSI, p. XVI-431, con 15 inc. 4

Legisiazione Mortuaria — veds Morte.
Legislazione sanitaria |taI|ana, (La nuo\a) di E. NOSEDA.

di pag. viI-570. . . . . 5

Legislazione rurale, secondo il programma. governatwo per
gli Istituti Tecnici, dell’Avv. E. BRUNI, pag. XI-#28 . .3

tegnami — tvedi Cubatura dei legnami — Falegname.

Legno artificiale — vedi Imitazioni.

Lepidotteri italiani, del Dott. A. GRIFFINI (Entomol 1),
pag. XIII-248, con 149 incisioni. . . .1

Letteratura albanese (Manuale di), del Prof A. STRATICO
pag. XxIv-280. .

Letteratura amerncana, ai G STRAFFOR.ELLO pag 158 1

Letteratura araba, del Prof. I. P1zz1. (In lavoro).

Letteratura assira, del Mott. B. TELONI. (In lavoro).

Letteratura catalana, del Prof. RESTORI. (In lavoro).

Letteratura danese — tveds Letteratura norvegiana

Letteratura drammatica, & C. LEVY, pag. Xawd. . .3

50

50

50
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Letteratura ebraica, di A. REVEL, 2 vol, pag. 364 . .3 —

Letteratura egiziana, di L. BRIGIUTI. (In lavoro).
Letteratura francese, del Prof. E. MARCILLAC, traduz.
di A. PAGANINT, 8* edizione, pag. VIII-198 . . . .
Letteratura greca, di V. INAMA, 18* ediz. riveduta (dal
51° al 55° migliaio) pag. VIII-286 e una tavola. . . .13
Letteratura indiana. A. DE GUBERNATIS, pag. VIII-B59 . 130 -

Letteratura inglese, di E. SoLAzzI, 2+ edizione, di pa-
gine vir-194 . . . . 130
Letteratura italiana, del Prof. C. FENINI, dalle ongxm al
1748, 5* edizione completamente rifatta dal Prof. V. FER-
RARI, pag. XvVI-291. . . . 1350
Letteratura italiana moderna, (1.48-1870) Aggmnn 3 qna-
dri sinottici della letteratura contemporanea (1870-1901)

—

30

del Prof. V. FERRARI, pag. 290 . . . 150
Letteratura italiana moderna e eontemporanea l748-
1901, del Prof. V. FERRARI, pag. VIII-406 . . . . .3 —

Letteratura latina — vedi Letteratura romana

Letteratura norvegiana, di 8. CoNsoLI, pag. XVI-272. .1 30

Letteratura persiana, del Prof. I. P1zz1, pag. X-208 . .1 30

Letteratura provenzale, di A. RESTORI, pag. X-220 . .1 30

Letteratura romana, del Prof. F. RAMORINO, 5* edizione
riveduta (dal 17, al 22* migliaio), pag. VIII-844. . . .13

Letteratura spagnuola e portoghese, del Prof. L. CaP-
PELLETTI, 2* edizione rif. da E. GORRA. (In lavoro).

Letteratura tedesca, del Prof. O. LANGE, 3* edizione ri-
fatta dal Prof. MINUTTI, pag. XVI-188 . . .

Letteratura ungherese, di ZIGANY ARPAD, pag. 111-999 130

Letterature slave, del Prof. D. CIAMPOLI, 2 volunii:

I. Bulgari, Serbo-Croati, Yugo-Russi, pag. Iv-144. . . 1 30
1I. Russi, Polacchi, Boemi, pag. 1Iv-142 . . . . . 130

Lexicon Abbreviaturarum quae in lapidibus, codicibus et chartis
praesertim Medii-Aevi occurrunt — red¢ Dizionario di abbre-
viature.

Limoni veds Agrumi.

Lingua araba — vedi Arabo parlato — Dizionario eritreo — Gram-
matica Galla — Lingue dell'Africa — Tigre.

Lingua gotica, grammatica, esereizi, testi, vocabolario com-
parato con ispecial rignardo al tedesco, inglese, latino e
greco, del Prof. 8. FRIEDMANN, pag. XVI-8388 . . . .38 —

Lingua greca -— ved: Esercizi — Filologla — Florilegio — Gram-
matica - Letteratura — Morfologia — Dileth — Ve,

e
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Lingue dell’Africa, di R.CusT, versione italiana del Prof.

A. DE GUBERNATIS, di pag. 1v-110 . . . .

Lingua latina ved: Dizionario di abbreviature latine — Epignﬂa.
— Bsercizi — Filologia classica — Fonologia — Grammatica
— Letteratura romana — Metrica — Verbi.

Lingue germaniche — veds Grammatica danese-norvegiana inglese,
olandese, tedesca, svedese.

Lingua Turca Osmanli — vedi Grammatica.

Lingue neo-latine, del Dott. E. GORRA, pag. 147.

Lingue straniere (Studio delle). di C. MARCEL, ossia l’arte
di pensare in una lingua straniera, traduzione del Prof.

.1

.1

DAMIANI, di pag. XVI-186 . . .1

Linoleum — veds Imitazioni.

Liquorista, di A. Ross1, con 1270 ricette pratiche. Mate-
riale, Materie prime, Manipolazioni, Tinture, Essenze na-
turali ed artificiali, Fabbricazione dei liquori per mace-
razione, digestione, distillazione, con essenze, tinture, ecc..
Liquori speciali, Vini aromatizzati, pag. XXXII-560, con
19 incisioni nel testo . . .5

Litografia, di C. DoYEN, di pag vm—261 con 8 tavole o
40 figure di attrezzi, ecc., occorrenti al litografo .4

Liuto — veds Chitarra — Mandolinista — Btrum. ad arco.

Logaritmi (Tavole di), con 6 decimali, di O. MULLER, 6*
ediz., aumentata delle tavole dei logaritmi d’addizione e
sottrazione per cura di M. RAINA, di pagine XXXVI-191.
(11, 12, 18° migliaio) . .1

Logica, di W. STANLEY JEVOI\S, traduz. del Prof. C. CAN
TONI, 5* ediz. di pag. VIII-166, con 15 incisioni. . . .1

Logica matematica, del Prof. C. BURALI-FORTI, p. VI-158. 1

Logismografia, di C. CHIESA, 3* ediz., pag. XIV-172 1

Logogrifi — veds Enimmistica.

Lotta — vedi Pugilato.

Luce e colori, del Prof. G. BELLOTTI, pag. X-157, con 24
incisioni e 1 tavola . .1

Luce e suono, di E. JONES, tradnzmne d1 U B‘ORN\RI ai
pag. VvIII-836, con 121 incisioni. .8

Macchine a vapore, (Manuale del costruttore dl), d1 l-l HAE-
DER. Edizione italiana compilata sulla 5* edizione tedesca,
con notevoli aggiunte dell’Ing. E. WEBBER, pag. XVI-452,
coh 1444 incisioni e 244 tabelle, legato in bulgaro rosso .

Macchine agricole, del Conte A. CENCELLI-PERTI, di psg
VIII-216, con 68 ineisioni. . . . . .

50.

50

50

50

50



40 ELENCO DEI MANUALI HOEPLI
. Le

Macchine per cucire e ricamare, dell’Ing. ALFREDO GA-
LASSINI, pag. VII-280, con 100 ineisioni . . . . . .2350

Macchinista e fuochista, del Prof. G. GAUTERO, 8* odiz.
con Appendice sulle Locomobili e le Locomotive' dell’Ing.
Prof. LORIA, e col Regolamento sulle caldaie a vapore,
pag. xx-194, con 34 incisioni . . .2 —
Macchinista navale (Manuale del), di M memor.o, 2 ed.
rifatta, pag. XXI1v-602, con 344 incisioni . . .
Macinazione — veds Industrie del molini — Paniﬂcanione
Magnetismo ed elettricita. Principl e applicazioni esposti
elementarmente, del Prof. F. GRASSI. 8* ediz. completa-
mente rifatta del manuale di POLONI e GRASSI, di pa-
gine xvI-508, con 280 figure 6 tavole fuori testo . . . 5 30
Magnetismo ed ipnotismo, Prof. G. BELFIORE, p. VIII-378 . 3 30
Maia'e (I1). Razze, metodi di riproduzione, di allevamento,
ingrassamento, commercio, salumeria, patologia suina e
terapeutica, tecnica operatoria, tossicologia, dizionario sui-
no-tecnico, del Prof. E. MARCHI, 2* ediz., pag. XX-736,
con 190 incisioni e una Carta . . . . 630
Maioliche e porcellane (L'amatore di), 4 L.DE Mmm il-
lustrato da splendide <ncisione in mero, da 12 superbe
tavole a colori e da 3000 marche. - Conhene Tecnica della
fabbricazione - S8guardo generale sulla storia delle Cerami-
che dai primi tempi fino ai giorni nostri - Cenni storici ed
artistici su tutte le fabbriche - Raccolte di 3000 marche cor-
redate ognuna di notizie relative, e coordinate ai Cenni Sto-
rici in modo che le ricerche riescano di esifo tmmediato -
Dizionario di termini Artistici aventi relazione coll’Arte Ce-
ramica e di oggetti Ceramici speciali, coi prezzi correnti.
Bibliografia ceramica, indiei vari, pag. X1-650. . . . .1250
Mais (11) o granoturco, o formentone, o granone, o melgone,
o melica, o melicotto, o carlone, o polenta, ecc. Norme
per una buona coltivazione, di B. AZIMONTI, 2* edizione
rifatta dal Manuale “ Frumento e Mais , di E. CANTONI,
di pag. XII-196 con 61 incisioni nel testo. . . . 250
Malattie crittogamiche delle piante erbacee coltivate, del
Dott. R. WoLF, traduzione con note ed a,gglume del Dott.
P. B-\C(,\R.NI, pag. X-268, con 50 incisioni. . . . L2 =
Malattie ed alterazione dei vini, del Prof. 8 Cr'r'ror,r\[ di
pag. XI-138, con 13 incisioni. .
Malattie deila vite — tedi Filossera - - \mlame crlttogamxchc
Mammiferi — veds Zoologia.
Mandarini — ved: Agrumi.
Malattie del sangue. Manuale \Y\-.mam\w,\a. A%\ DO L. R¥-
BUSCHINI, pag. VII-132 .
Mandato commerciale, di E. Vin \m \m,g NI,
Y

-1
@
=

n
I

DN
AN



ELENCO DEL DI,IANUALI HOEPLI 41
L.c.

Mandolinista (Manuale del), di A. PISANI, pag. XX-140, con
18 figure, 8 tavole e 39 esempi. . . - .2 —
Manicomio — ved: Assistenza pazzi — Psichlatrm
Manzoni Alessandro. Cenni biografici, di L. BELTRAMI, di
pag. 109, con 9 autografi e 68 incisioni. . 150 -~
Marche di Fabbrica — vedi Amatore oggetti d’arte —-Leggn sulle .
proprieta — Majoliche.
Mare (Il). V. BELLIO, pag. IV-140, con 6 tav. lit. a colori. 1 50
Marine (Le) da guerra del mondo al 1897, di L. D’ADDA,
pag. XvI-820, con 77 illustrazioni. . . 4 50
Marino (Manuale del) militare e meroantule, del Contr'am-
miraglio DE AMEZAGA, con 18 xilografiie, 22 edizione,
con appendice di BUCCI DI SANTAFIORA .
Marmista (Manuale del), di A. Rriccr, 2* edmone, pag \u-
154, con 47 ineisioni . . . . . 2 —
lnrmu — vedi Imitazioni.
Massaggio, del Dott. R. MAJNONI, p. XII-179, eon 51 inc.. 2 —
Mastici — veds Ricettario industriale — Vernici, ecc.
Matematiche superiori (Repertorio di). Definizioni, formole, '
teoremi, cenni bibliografici, del Prof. E. PASCAL.

|

Vol. I. Analisi, pag. XvI-642 . . . . . .6 —
Vol. Il. Geometria, e indice gen. peri 2 vol. pa.g. 950 9 50
Materia medica moderna ‘Man. di), G. MALACRIDA, p. XI-761 7 50

Materiall artificiali — v. Ricettario indust. — Imitaz. e succedanei.
Meccanica, del Prof. R. STAWELL BALL, traduzione del
Prof. J. BENETTI, 4* edizione, pag. XvI-214, con 89 inc.. 1 50
Meccanica (La) del macchinista di bordo, per gli Utficiali
macchinisti della B. Marina, i macchinisti delle Compa-
gnie di navigazione, i Costruttori e i Periti meccanici, gli
Allievi degli Istituti Tecnici e Nautici e delle Scuole Indu-
striali e Professionali, di E. GIORLI, con 92 fig. (In lavoro).
Meccanico (I1), ad uso dei macchinisti, capi tecnici, elettri-
cisti, disegnatori, assistenti, capi operai, conduttori di eal-
daie & vapore, alunni di Seuole industriali, di E. GIORLI,
3* edizione ampliata, pag. vII-370, con 205 inecisioni . .38 —
Meccanismi (500), scelti fra i pit importanti e recenti rife-
rentisi alla dinamica, idraulica, idrostatica, pneumatica,
wmacchine a vapore, molini, torchi, orologerie, ecc., di H.
T. BROWN, trad. d. Ing. F. CERRUTI, 8* edizione it.a.liana,

pag. VI-176, con 500 incisioni . . . . 250
Hodaolie — vedi Leghe metalliche — Monete greche — Monete
— Nu tica — Vocabolarietto dei numismatici.

Madtcatura antisettica, del Dott. A.TAMBLER, con yrete-
zione del Prof. L. TRICO\I, Pag. XVi-12i, con § inds. A WD
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Medicina operativa — tvedi Chirurgia.

Medico pratico, (I) di C. Mvz1o. 3* edizione del Nuove
memoriale pei mediei pratici, di pag. xvi-492 . . . .5 —
- Memoria (L’arte della) — veds Arte.
< Mercedl — vedi Paga giornaliera.
Merciologia, ad uso delle scuole e degli agenn di commer-
cio, di O. LUXARDO, pag. XII-452. , . . . 4 -
Merldiane — veds Gnomonica.
Metalli preziosi (oro, argento, platino, estrazione, fusjone,
assaggi, usi), di G. GORINI, 2* ed., p. 1I-196, con 9 inme.. 2 —
Metallizzazione — v. Galvanizz.— Galvanoplastica — Galv tegia.
Metallocromia. Colorazione e decorazione chimica ed elet-
trica dei metalli, bronzatura, ossidazione, preservazione e
pulitura, dell’Ing. I. GHERSI, pag. vII-192. . . . .

Metallurgia — vedi Coltivazione delle miniere — Fonditore —
Leghe metalliche — Biderurgia — Tempera e cementazione.

Meteorologia generale, del Dott. L. DE MARCHI, pag. vI-

156, con 8 tavole colorate. . . . . , . . . . 130
veds anche — Climatologia — Igroscopi.

Metrica dei greci e dei romani, di L. MULLER, 2* edizione
italiana confrontata colla 2* tedesca ed annotata dal Dott.
GIUSEPPE CLERICO, pag. XvI-186. . . . . . . . .130

Metrica italiana — veds Ritmica e metrica italiana.

Metrologia Universale ed il Codice Metrico internazionale,
coll’indice alfabetico di tutti i pesi misure, monete, eec.,
dell’Ing. A. TACCHINI, pag. XX-482 . . . . 850

Mezzeria (Manuale pratico della) e dei vari slstemi del.la co-.
lonia parziaria in Italia, d. Prof. A. RABBENO, p. VIII-196 1 50

Micologla veds Funghi mangerecci — Malattie crittogamiche — Tar.
tufl e fanghi.

Microbiologia. Perchd e come dobbiamo difendercidai mi-
crobi. Malattie infettive, Disinfezioni, Profllassi, del Dott.
L. P1zzINI, pag. vIII-142. . . . L2 —

Microscopia — vedi Anatomia microscopicn - Anlmah parnssxti —
Bacologia --- Batteriologia — Prostitologia — Tecnica prosti-
tologica.

Microscopio (11), Guida elementare alle osservazioni di Mi-
croscopia, del Prof. CAMILLO ACQUA, p. XII-226, 81 ine. 1 30
Mineralogia generale, del Prof. L. BoMBICCI, 2* ediz. ri-
veduta, di pag. xvI-190, con 188 inc. e 3 tavole . . .1 30
Mineralogia descrittiva, del Prof. L. BoMBICCI, 2* edi-
zione, di pag. IV-800, con 119 incisioni. . . .83 —
Miniere (Coltivazione delle), 41 8. BERTOLIOQ, 2+ ‘iz, v
fatta del Man. “ Arte Min. , 41 TOPPETT], R. VIR (2 N
Misurazione delle botti — redi Enologia.

w
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Misure — vedi Codice del Perito Misuratore — Metrologia — Mo-

nete — Strumenti metrici.
Mitilicoltura — veds Ostricoltura — Piscicoltura.

Mitologia (Dizionario di), di F. RAMORINO. (In lavoro).
Mitologia comparata, del Prof. A. DE GUBERNATIS, 2*

edizione, di pag. VIII-150. (Esaurito).
Mitotogia greca, di A. PORESTI:
Volume I. Divinita, di pag. VII-264
Volume II. Krod, di pag. 188
Mitologie orientali, di D. Bassi:

Vol. I. Mzitologia babilonese-assira, pag. Xvi-219.

L.c.

—

-

Vol. II. Mitologia egiziana e fenicia. (In lavoro).

Bnemoteonla — vedi Arte della memoria.
Mobill artistici — veds Amatore d’oggetti d'arte.

Moda — veds Abiti — Biancheria — Fiori artificiali — Trine.
Modellatore meccanico, falegname ed ebanista, del Prof.

G. MINA, pag. XVII-128, con 293 incisioni e 1 tavola

Molini (L’ Industria dei) e la macinazione del frumento,
di C. SIBER-MILLOT, di pag. xX-259, con 103 incisioni

nel testo e 3 tavole .

Momenti resistenti e pesi dn travn metalllche eomnoste.
Prontuario ad uso degli Ingegneri, Architetti e costruttori,
con 10 figure ed una tabella per la chiodatura, dell’Ing.

E. S8CHENCK, di pag. XI-188.

Monete greche, di 8. AMBROSOLI, di pag XIv- 986 con 200

fotoincisioni e 2 carte geografiche.

Monete (Pronmano delle), pesi e misure inglesl, rn,ggua-
gliate a quelle del sistema decimale, dell’Ing. GHERSI, di
pag. XII-196, con 47 tabelle di conti fatti e 40 facsimili

delle monete in corso .

Monete romane. Manuale elementare compll da. F GI\EC-
CHI, 2* edizione, riveduta corretta ed ampliata, di pag.
XXVII-870, con 25 tavole e 90 figure nel testo .

Honogramml, del Prof. A. SEVERI, 73 tavole divise in tre
serie, le prime due di 462 in due cifre e la terza in 116

in tre cifre .

Montatore (I1) di macchme. Opera. arricchita da oltre 250
esempi pratici e problemi risolti, di S. DINARO, di pa-
.4

gine XII-,68 .
Morfologia genoulo — udt Embnologm

Morfologia greca, del Prof. V. BETTEI, pag. XX-31%
Morfologia italiana, del Prof. E. GORRA, pag. VA .
Morte (La) vera e la morte apparente, con appendiee * La

——

e
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legislazione mortuaria , di F. DELL'ACQUA, p. VIII-136 .

Mosti (Densita dei), dei vini e degli spiriti ed i problemi
che ne dipendono, ad uso degli enochimici, degli eno-
tecnici e dei distillatori, di E. CILLISs, di pag. XVI-230,
con 11 figure e 46 tavole.

Musei — vedi Amatore oggetti d'arte e curloutk — Amntore ma-
ioliche e porcellane — Armi antiche — Pittara — Scoltura.

Musei industrlali — vedi Industrie Piccole.

Mutuo soccorso — redi Societdh mutuo soccorso. '

Napoleone lo, di L. CAPPELLETTI, 23 fotoinc., p. XX-272.

Naturalista preparatore (I1), del Dott. R. GESTRO, 8* edi-
zione riveduta ed aumentata del Manuale dell’Imbalsa-
matore, di pag. XVI-168, con 42 incisioni .

Naturalista viaggiatore, del Prof. A. [SSEL e R. GESTRO
(Zoologia), di pag. VII-144, con 38 ineisioni . .

Nautica stimata o Nawgazlone piana di F. TAMI. (In la\’)

Neurotteri — veds Imenotteri.

Nichelatura — veds Galvanostegia.

Notaio (Manuale del), aggiunte le Tasse di registro, di bollo
ed ipotecarie, norme e moduli pel Debito pubblico, di A.
GARETTI, 4* ediz. riveduta e ampliata, pag. VIII-380.

Numeri — veds Teoria dei numeri.

Numismatica, del Dott. S. AMBROSOLI, 2* edizione accre-
sciuta, di pag. Xv-250, con 120 fotoincisioni e 4 tavole .

Nuotatore (Manuale del), del Prof, P. ABBO, di pag. XII-
148, con 97 incisioni .

Nutrizione del bambine. Allattam. naturale ed artlﬂcmle,
del Dott. L. COLOMBO, pag. XX-228, con 12 incisioni.
Occultismo — veds Magnet. e ipnotismo — Spiritismo — Telepatia.

Oculistica — veds Igiene della vista — Ottica.

Odontologia — veds Igiene della bocca.

Olii vegetali, animali e minerali, loro applicazioni di G.
FORINI, 2* edizione completamente rifatta dal Dott. G.
FABRIS, di pag. VIII-214, con 7 incisioni .

Olivo ed olio. Coltivazione dell’olivo, estrazione, punhca-
zione e conservazione dell’olio, del Prof. A. ALOT, 4® edi-
zione, di pag. XVI-361, con 45 incisioni.

Omero, di W. GLADSTONE, traduzione di R. PALL\‘IBO e
C. FIORILLI, di pag. XII-196 .

Operaio (Manuale dell’). Raccolta di cognmom unh ed in-
dispensabili agli operai tornitori, fabbri, calderai, foundi-

"~

tori di metalli, bronzisti, aggiustatorl e meccamel W &,

BELLUOMINI, 5* ediz. aumentats, di pag. XVI282:. .

«
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Operazionl doganall — veds Codice doganale — Trasporti e tariffe.
Oratoria — vedi Arte del dire — Rettorica — BStilistica.
Ordinamento degli Stati liberi d’Europa, del Dott. F. Ra-

CIOPPI, di pap. VIII-810 . . .3 —
Ordinamento degli Stati liberi fuori d’Europa, del Dott.
F. RAcCIOPPI, di pag. VIII-376 . . .- .3 —

Ordinamento giudiziario — veds Leggi sull' .
Oreficleria — veds Giolelleria — Leghe metalliche — Metalli pre-
ziosi — Baggiatore.
Organoterapia, di E. REBUSCHINI, pag. VII-432 . . . .3 50
Oriente antico — veds Storia antica.
Ornatista (Manuale dell’), dell’Arch. A. MELANI. Raccolta
di iniziali miniate e incise, d’inquadrature di pagina, di
fregi e finalini, esistenti in opere antiche di biblioteche,
musei e collezioni private. XXIV tavole in colori per mi-
niatori, calligrafl, pittori di insegne, ricamatori, inecisori,

disegnatori di caratteri, ecc., I* serie, in-8 . . . 4 50
Orologeria moderna, dell’Ing GARUFFA, di pag. vm-30
con 276 ineisioni. . . . . .5 —

— veds anche Gnomonica. 'j

Orologi artistici — vedsi Amatore di oggetti d’arte.

Orologi solarl — vedi Gnomonica.

Orticeltura del Prof. D. TAMARO, 2* edizione nfatta, di
pagine XVI-576, con 110 imeisioni . . . . . . . . 450

Ortocromatismo — veds Fotografia.

Ortofrenia (Manuale di), per I'educazione dei fanciulli fre-
nastenici o deficienti (idioti, imbecilli, tardivi, ecc.), del
Prof. P. PARISE, di pag. X11-281 . . . . . . . . .2 —

Ortotteri — veds Imenotteri ecc.

Ossidazione — vedi Metallocromia.

Ostricoltura e mitilicoltura, del Dott. D. CARAZZI, con
13 fototipie, di pag. vIirr-202 . . . . 250

Ottica, di E. GELCICH, pag. XVI-576, con 216 incis. e 1 tav. 6 —

Ottone — vedi Leghe metalliche.

Paga giornaliera (Prontuario della), da cinquanta cente-

simi a lire cinque, di C. NEGRIN, di pag. 222. . . .2 50
Paleoetnologia, del Prof. J. REGAZZONI, di pag. YI—"02
con 10 incisioni . . . 150

Paleografia, di E. M. THOMPSO‘I traduzione dall’mglese.
con aggiunte e note del Prof. G. FUMAGALLI, 22 edizione
rifatta, di pag. X1-178, con 30 inc. e 6 tav,. . . L2 -
Paleontologia (Compendio di), de\ Prof. ®. UTSasea DR
REGNY, di pag. XVI-512, con 359 figure inleteRlate . RN

{
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Panificazione razionale, di PoMPILIO, pag. IV-126 . . .2 —

Parafulmini — vedi ElettricitA — Fulmini.

Patate di gran reddito (Coltivazione delle) e ldro pratica
utilita. Fabbricazione della fecola. Fecole dell’amido di
mais, di grano e di riso, di N. Apuccl (In lavoro).

Pazzia — veds Psichiatra — Grafologia.

Pediatrla — veds Nutrizione del bambino — Ortopedia — Terapia
malattie infanzia.

Peliagra (La), Storia, eziologia, patogenesi, profilassi. di G.
ANTONINI, di pag. VIII-166 con 2 tav. . . . . o . .2 —

Pelle — veds Igiene della.

Pelli — veds Concia delle pelli.

Pensioni — vedi Societd di mutuo soccorso.

Pepe -- Prodotti agricoli.

Perito — veds Codice nel perito misuratore — Ingegneria legale.

Pesci — wueds Ittiologia — Ostricoitura — Piscicoltura.

Pesi e misure — veds Metrologia — Misure e pesi inglesi — Mo-
nete — Strumenti metrici — Tecnologia monetaria.

Peso dei metalli, ferri quadrati, rettangolari, cilindrici,

a squadra, a U, a Y, aZ aT e a doppio T, e delle

lamiere e tubi di tutti i metalll, di G. BELLLOMINI

di pag. XXIV-248. . . . . . 850
Planeti — veds Astron. — Cosmogr. — Grav:t — Spettrosooplo
Pianista (Manuale del), di L. MASTRIGLI, pag. XVI-112 .2 —
Piante e fiori sulle finestre, sulle terrazze e nei cortili.

Coltura e descrizione delle principali specie di varieta, di

A. Puccl, 2» edizione, pag. VIII-214, con 117 ineisioni . 2 50
Piante industriali, coltivazione, raccolta, preparazione, di

G. GORINI, nuova edizione, di pag. II-144. . . . . .2 —
Piante tessili (Coltivazione ed industrie delle), proprmmente

dette e di quelle che danno materia per legacei, lavori

d’intreccio, sparteria, spazzole, scope, carta, ecc., coll’ag-

giunta di un dizionario delle piante ed industrie tessili,

di oltre 3000 voci, del Prof. M. A. SAVORGNAN D’Osoppo,

di pag. XII,-476. con 72 incisioni. . . . h -

Piccole industrie — vedé Industrie.
Pietre artificiali — veds 1mitazioni.

Pietre preziose, classificazione, valore, arte del giojelliere,
di G. GORINI, 2* edizione, di pag. 188, con 12 incisioni.
Pirotecnia moderna, di F. Dr Maro, 111 inec., p. VIII-150. 2
Piscicoltura (d’acqua dolce), del Dott. E. BETTONI, di pa-
gine VIII-318, con 85 incisioni. . . .8 —
Pittura ad ollo acquarello e mlmatura (Manuale per di-
lettante di), paesaggio, figura e flori, di G. RONCHETTI,
pag. XvI-280, 29 incis. e 24 Tav. in 7ineotl. @ CXOMAWK. . » W
Pittura ltaliana antica e moderna, delb Ardn. hoOWERASY,
[

[
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L.c.
2s edizione completamente rifatta, di pag. XXx-430 con
28 incisioni intercalate e 187 tavole. .o . 750

Plastica — veds Imitazioni.

Pollicoltura, del March. G. TREVISANI, 4% edizione, di pa-
gine XVI-216, con 82 incisioni., . . . . 250

Polveri piriche — vedi Esplodenti — Pirotecnia. .

Pomologia, descrizione delle migliori varietd di Albicocchi,
Ciliegi, Meli, Peri, Peschi, del Dott. G. MOLON, con 86
incisioni e 12 tavole colorate, di pag. XXXII-717 . . . 8 50

Pomologia artificiale, secondo il sistema Garnier-Valletti,
del Prof. M. DEL LuPo, pag. VI-132, e 84 incisioni . .2 —

Poponl — tedi Frutta minori.

Porcellane — vedé Maioliche — Ricettario domestico.

Porco (Allevamento del) -— veds Maiale.

Porti di mare, (I) dell’Ing. BASTIANI FLORIO, (In lavoro).

Posologia — veds’ Impiego ipodermico.

Posta. Manuale Postale di A. PALOMBI. Notizie storiche
sulle Poste d’Italia, organizzazione, legislazione, posta
militare, unione postale universale, con una appendice
contenente le norme relative ad aleuni servizi accessori
della posta, di pag. xxx-309. . . .8 —

Prato (11), del Prof. G. CANTONI, di pag 146 con 13 ine. 2

Prealpi bergamasche (Guida-itinerario alle), compresa la
Valsassina ed i Passi alla Valtellina ed alla Valcamonica,
colla prefazione di A. STOPPANI, e cenni geologici di A.
TARAMELLI, 3* edizione rifatta per cura della Sezione
di Bergamo del C. A. I, con 15 tavole, due carte topo-
grafiche, ed una carta e profilo geologico. Un volume di

pag. 290 e un vol. colle carte topografiche in busta . . 6

Pregiudizi — veds Errori e pregiudizi.
Previd — veds Assicuraz. — Cooperaz. — Societd di ‘M. 8.
Privative industriail — vedi Leggi sulle — Ingegneria legale.
Problemi di Geometria elementare, dell'Ing. I. GHERSI,
(Metodi facili per risolverli), con cirea 200 problenu ri-

solti, e 119 incisioni, di pag. x11-160 , . P |

Procedura clvile e procedura penale — veds Codice.

Procedura prividegiata fiscale per la ri i delle imposte di-
rette — veds Esattore.

Processi fotomeccanici (I moderni). Fotocollografia, fototi-
pografia, fotocalcografia, fotomodellatura, tricromia, del
Prof. R. NAam1as, p. viiI-316, 58 fig., 41 illustr. e 9 tav.

Prodotti agricoli del Tropico (Manuale pratico del pian-
tatore), del Cav. A. GASLINI. (Il caff¢, \a canus dn. e

8

50

50
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chero, il pepe, il tabacco, il cacao, il te, il dattero, il co-
tone, il cocco, la coca, il bamiano, l’aloé, I'indaco, il ta-
marindo, 1’ananas, 1’albero del chinino, la juta, il baobab,

il papaia, I’albero del caoutchoue, la guttaperea, l’arancio,
le perle). Di pag. XvVI-270 . . .2 —
Produzione e commercio del vmo m |ta|ia, i s Mm\-
DINI, di pag. VII-303 . . . . 250
Profumlere (Manuale del), di A. Rossx, con 700 ricette pm—
tiche, di pag. Iv-476 e 58 incisioni . . .5 —
— veds anche Ricettario domest. — Ricettario mdnstr - Sapom
Proiezioni (Le). Materiali, Accessori, Vedute a movimento,
Positive sul vetro, Proiezioni speciali policrome, stereo-
scopiche, panoramiche, didattiche, ecc., del Dott. L. SASsI
di pag. XVI-447, con 141 ineisioni. . . . . . . . .5 —
Proiezioni ortogonali — veds Disegno.
Prontuario di geografia e statistica, del Prof. G. Ga-
ROLLO, pag. 62 . . . . P
Prontuario per le paghe — veds Paghe —_ Conu fam
Proprieta letteraria, artistica e Industriale — veds Leggi.
Proprietario di case e di opifici. Imposta sui fabbricati,
del’Avv. G. GIORDANI, di pag. Xx-264. . . . . . 150
Prosodia — veds Metrica dei greci e def romani - Ritmlca.
Prospettiva (Manuale di), dell’Ing. L. CLAUDI, di pagine
64, con 28 tavole, . . e . a2 —
Protezione degli animali (La), di Nx(mo LICO, p. VILI-200 2 —
Protistologia, di L. Magat, 2* ed., p. XVI-278, 98 ineis. . . 8 —
Prototipl (1) internazionali del metro e del kilogramma ed il co-
dice metrico internazionale — veds Metrologia.
Proverbi in 4 lingue — veds Dottrina popolare.
Proverbi (516) sul cavalio, raccolti od annotati dal Colon-
nello VOLPINI, di pag. XIX-172 . . . 250
Psichiatra. Confini, cause e fenomeni de]la pazm, Con-
cetto, classificazione, forme cliniche o diagnosi delle ma~
terie mentali. II manicomio, di J. FINzI, pag. VIII-225 . 2 50
Psicologia, del Prof. C. CANTONI, pag. VIL-168, 2* ediz.. 1 50
Psicologia ﬁsiologica, del Dott. G. MANTOVANI, pag. VILI-
165, con 16 incisioni . . . 150
Pugilato e lotta per la dlfesa personale, Box mglese e
francese, di A. COUGNET, pag. XXIV-198, 104 incis. . 2 50
Radiografia — teds Raggi Rontgen.
Ragioneria, del Prof. V. GITTI, 3* edizione riveduta, di
pag. VIII-187, con 2 tavole . . . . . . .« .+ AN

.
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Ragioneria delle cooperative di consumo (Manuale di),
del Rag. G. RoTA, di pag. Xv-108 .

Ragioneria industriale, del Prof. Rag. Omssu Bm(, m \-
SCHI, di pag. vI1I-280 e molti moduli . . .

Ragioniere (Prontuario del). (Manuale di cnlcolamom mer-
cantili e bancarie), di E. GAGLIARDI, pag. XII-6083 . .

* Ramatura — veds Galvanostegia.

Rebus — vedi Enimmistica.

Reclami ferroviarii — veds Trasporti e tariffe.

Registro e Bollo — ved: Leggi sulle tasse di.

Regolo calcolatore e sue applicazioni nelle operazioni
topografiche, dell’Ing. G. PozzI, di pag. Xv-288, con 182
incisioni e 1 tavola. .

Religioni e lingue dell'India mglese, di R. CUbT tradotto
dal Prof. A. DE GUBERNATIS, di pag. Iv-124

Resistenza dei materiali e stabilita delle costruzmm, di
P. GALLIZIA, pag. X-386, con 286 inc. e 2 tavole.

Responsabilltd — veds Ingegneria legale.

Rettill — veds Zoologia.

Rettorica, ad uso delle Scuole, di F. CAPELLO, p. VI-122.

Ribes — veds Frutta minori.

Ricami — veds Biancheria — Macchine da cucire — Monogrammi
— Piccole industrie — Ricettario domestico — Trine.

Ricchezza mobile, del’Avv. E. BRUNI, pag. VIII-218

Ricettario domestico, dell'Ing. I. GEERSI. Adornamento
della casa. Arti del disegno. Giardinaggio. Conservazione di
animali, frutti, ortaggi, piante. Animali domestici e nocivi.
Bevande. Sostanze alimentari. Combustibili e illuminazione.
Detersione e lavatura. Smacchiatura. Vestiario. Profumeria
e toeletta. Igiene e medicina. Mastici e plastica. Colle e
gomme. Vernici ed encaustici. Metalli. Vetrerie, di pag. 550
con 2340 consigli pratici e ricette accuratamente scelte.

Ricettario industriale, dell'lng. I. GHERSI. Procedimenti
utili nelle arti, industrie e mestieri, caratteri; saggio e con-
servazione delle sostanze naturali ed artificiali d’uso comu-
ne; colori, vernici, mastici, colle, inchiostri, gomma ela-
stica, materie tessili, carta, legno, fiammiferi, fuochi d’arti-
ficio, vetro; metalli, bronzatura, nichelatura, argentatura,
doratura, galvanoplastica, incisione, tempera, leghe; filtra-
zione; materiali impermeabili, incombustibili, artificiali; ca-
scami, olii, saponi, profumeria, tintoria, smacchiatura, im-
bianchimento; agricoltura, elettricith, 2* edizione TieNa e

.5
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aumentata, di pag. VII-704, con 27 inc. e 2886 ricette

Ricettario fotografico. Terza edizione riveduta e mnotevol-
mente ampliata di nuove formole e procedimenti, del Dott.
L. 8assI, di pag. XXI1v-229 ., .

Rillevi — veds Cartografia — Compens en-orl — Telemetnu.

Risorgimento italiano (Storia del) 1814-1870, con I'ag-
giunta di un sommnrio degli eventi posteriori, del Prof.
F. BERTOLINI, 2* ediz, di pag. VII1I-208

Ristauratore dei dlplnti del Conte G. SECCO-SUARDO, .’.
volumi, di pag. XvI-269, XI1-362, con 47 incisioni. .

Ritmica e metrica razionale italiana, del Prof. Rocco
MURARI, di pag. XVI-216. .

Rivoluzione francese (La) (1789-17 99), del Prof. Dott. GIAN
PAOLO SOLERIO, di pag. Iv-176. . . . .o

Roma antica — redi Mitologia — Monete — Topograﬂa

Rontgen (I raggi di) e le loro pratiche applicazioni, di
ITALO TONTA, pag. VIII-160, con 65 incis e 14 tavole .

Rhum — veds Liquorista.

Saggiatore (Manuale del), di F. BUTTARI, di pag. VIII-243,
con 28 incisioni .

Sale (11) e le Saline, di A. DE GASPARIS. (Processu mdu-
striali, usi del sale, prodotti chimici, industria wmanifat-
turiera, industria agraria, il sale nell’economia pubblica
e nella legislazione), di pag. vIII-358, con 24 incisioni

Salumlere — ved: Majale.

Sanatorll — veds Tisici e sanatorii.

Sanita e sicurezza pubblica. -— Vedi Leggi sulla.

Sanscrito (Avviamento allo studio del), del Prof. ¥. G. FuwmI,
2» edizione rifatta, di pag. X11-254

Saponi (L’industria saponiera), con alcuni cenni sull mdn-
stria della soda e della potassa. Materia prima e fabbri-
cazione in generale. Guida pratica dell’Ing. E. MARAZZA,
di pag. VII-410, con 111 figure e molte tabelle .

Sarta da donna — ved: Abiti — Biancheria.

Scacchi (Manuale del giuochi degli), di A. SEGHIERI, 2*
ediz. ampliato da E, ORSINI, con una appendice alla se-
sione delle partite giuocate e una nuova raccolta di 52
problemi di autori ital., di pag. vI-310, con 191 inecis.

Scaldamento e ventilazione degli ambienti abitati, di R.
FERRINI, 2* ediz., di pag. VIII-800, con 98 incisioni..

"~

.3

.3

.8
Scenografia (La). Cenni storici dallevo classico s nostri

giorni, di G. FERRARI, di pag. XXIv-321, con 8 yae-

sioni nel testo, 160 tavole e ® trieromie . . . . -

DoAY
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Scherma italiana di J. GELLL,. 2* ediz., di pagine vI-251,
con 108 figure PN . .

Sciarade — veds Enimmistica.

Scienza delle finanze, di T. CARNEVALI, pag. 1v-140 .

Scritture d’affari (Precetti ed esempi di), per uso delle
Scuole tecniche, popolari e commerciali, del Prof. D. MAF-
FIOLI, 2* ediz., di pag. viir-203 . . . . .

Sconti — tedi loteresse e sconto.

Sooperte geografiche — veds Cronologia.

Scultura italiana antica e moderna (Manuale di), dell’Arch.
A. MELANI. 2* edizione rifatta con 24 incisioni nel testo
e 100 tavole, di pag. XVII-248. . .

Scuole Industriali — cvedi Industrie (Piccole).

Segretario comunale — ved: Esattore.

Selvicoltura, di A. BANTILLI, di pag. VIII-220, e 46 inc..

Semeiotica. Breve compendio dei metodi fisici di esame
degli infermi, di U. GABBI, di pag. XVI-216, con 11 inc.

Serlcoltura — veds Bachi da seta — Filatura — Gelsicultura —
Industria della seta — Tintura della seta.

Servitt — veds Ingegneria legale.

Shakespeare, di DOWDEN, trad. di A. BALZANF, p. XII-242

Seta (Industria della), del Prof. L. GABBA, 22 ed., p. Iv-208

Seta artificlale — veds Imitazioni.

Slcurezza pubblica — veds Leggi di sanith.

Siderurgia (Manuale di), dell’Ing. V. ZOPPETTI, pubblicato
e completato per cura dell’lng. E. GARUFFA, di pag. Iv-
368, con 220 incisioni .

Sieroterapia, del Dott. E. Rwuscmm d1 pag \111-474 .

Sigle epigrafiche — veds Dizionario di abbreviature.

Slsmologla, del Capitano L. GATTA, di pag. vm-l.o, con
16 incisioni e 1 carta . . . .

Smacchiature — vadi Ricettario domesnco

Smalti — vedi Amatore d'oggetti d'arte — Fotosmaltografia —
Ricettario industr.

Soccorsi d’urgenza, del Dott. C. CALLIANO, 4* edizione
riveduta ed ampliata, di pag. XLVI-852, con 6 tav. litogr.

Socialismo, di G. BIRAGHI, di pag. Xv-285.

Societa di mutuo seccorse. Norme per I'assicurazione delle
pensioni e dei susssidi per malattia e per morte, del Dott.
G. GARDENGHI, di pag. VI-152.

Societa industriali italiane per azioni, del Dou F P[C.—
CINELLI, di pag. XXXVI-584. . . . .

Lc
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Sociologia generale (Elementi di), del Dott. EMILIO MOR-
SELLI, di pag. XII-172. .

Sordomuto (I e ia sua lstruzwne. Manuale per glx al-
lievi e le allieve delle R. Scuole normali, maestri e ge-
nitori, del Prof. F. FORNARI, di pag. VIII-282, coe 1] inc.

— veds anche Ortofrenia.

Sostanze alimentari. — veds Conservazione delle.

Specchi (La fabbricazione degli) e la decorazione dei vetro
e cristallo, del Professor R. NAMIAS, di pagine XII-156,
con 14 ineisioni .

Spettrofotometria (\ianuale d1), di E. GALLERANL (In
lavoro).

Spettroscopio (Lo) e le sue applicazioni, di R. A. Pro-
CTOR, traduzione con note ed aggiunte di F. PORRO, di
pag. VI-179, con 71 incis. e una carta di spettri

Spiritismo, di A. PAPPALARDO, Seconda edizione, con 9
tavole, di pag. XvI-216 ..

— veds anche Magnetismo — Telep&tm

Spirito dl vino — veds Alcool — Cognac — Distillaz. — Liquorista.

Stagno (Vasellame di) — vedsr Amatore di oggetti d'arte e di cu-
riosith — Leghe metalliche.

Statica — vedi Metrologia -~ Strumenti metrici.

Statistica, del Prof. F. VIRGILIL 2* ed., pag. VIII-176 .

Stearineria (L’industria stearica). Manuale pratico dell’Ing.
E. MARAZZA, di pagine XI-284, con 70 incisioni e molte
tabelle . . .

Stelle — ved: Astronomla -- Cosmogr&ﬂ't — (xrn.vntazione -
Spettroscopio.

Stemmi — vedi Araldica — Numismatica — Vocabol. araldico.

Stenografia, di G. GIORGETTI, (secondo il sistema Gabel-
sberger-Noe), 2 ediz., di pag. 1V-241. .

Stenografia (Guida per lo studio della) sistema Gabelsber-
ger-Noe, compilata in 35 lezioni da A. NICOLETTI, 8* ed.
riveduta, di pag. VIII-160. .

Stenografia. Esercizi graduali di lettura e di serittura ste-
nografica (sistema (iabelsberger-Noe), con 8 novelle del
Prof. A. NICOLETTI, 2* ediz., di pag. VIII-160

-— vedi anche Dizionario stenografico.

Stenografo pratico (Lo) di L. CRISTOFOLIL, di pag. X11-131

Stereometria applicata allo sviluppo dei solidi e alla loro
costruzione in carta, del Prof. A.RiveLLy, di yag. 90,

con 92 incisioni e 41 tavole. . . . . PR

L.c

.1

(3]
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Stilistica, del Prof. F. CAPELLO, di pag. XII-164.

Stimatore d’arte — veds Amatore di oggetti d’'arte e di curiosita
— Amatore di maioliche e porcellane — Armi antiche.

Storia antica. Vol. 1. L’Oriente Antico. del Prof. 1. GEN-
TILE, di pag. XI1I-232 . .

Vol. II. La Grecta, di G. 'I‘omxzzo, pag IV-216 .

Storia dell’Arte, del Dott. G. CAROTTI. (In lavoro). -

Storia dell’arte militare antica e moderna, del Cap. V.
ROSSETTO, con 17 tav. illustr., di pag. VIII-504.

— veds anche Armi antiche.

Storia e cronologia medioevale e moderna, in CC tavole
sinottiche, del Prof. V. CASAGRANDI, 3* edizione, con
nuove correzioni ed aggiunte, di pag. VIII-254 .

Storia della ginnastica. — Vedi Ginnastica.

Storia d’ltalia (Breve), di P. ORsI, 2» ed. rived,, p. XII-276 .

Storia di Francia, dai tempi pid remoti ai giorni nostri,
di G. BRAGAGNOLO, di pag. XVI-424, con tabelle crono-
logiche e genealogiche . .

Storia ital. (Man. di), di C. (JmTU, pag Iv-160 (esauma\

Storia d’Inghilterra dai tempi pid remoti ai giorni nostri,
del Prof. G. BRAG\G‘IOLO, di pag. XVI-367 .

Storia della musica, del Dott. UNTERS’PFI"IDR, 2+ edizione
ampliata, di pag. XI11-330.

Strumentazione, per E. PROUT versione “taliana con note
di V. RrIccr, 2# ediz. rived., di p. XvI-214, 95 incis.

Strumenti ad arco (Gli) e la musica da camera, del Duca
di CAFFARELLI, di pag. X-285. .

Strumenti metnci (Prinecipt di statica e Joro applwazmne
alla teoria e costruzione degli), dell’Ing. E. BAGNOLI, di
pag. VIII-252, con 192 incisioni e e e

Stufe — veds Scaldamento.

Suono — vedi Luce e suono.

Succedanei — veds Ricettario industriale — lmitazioni.

Sughero — veds Imitazioni e succedanei.

Surrogati — vedi Ricettario industriale — Imitazioni.

Sussidl — veds Societh di mutuo soccorso.

Tabacco, del Prof. G. CANTONI, di pag. Iv-176, con 6 inc.

Tabacchiere artistiche — veds Amatore di oggetti d’arte.

Tacheometria — vedi Celeri ra — Telemetria — Topografia
— Triangolazioni.

Tamarindo — veds Prodotti agricoli.

Tappezzerie — vedi Amatore di oggetti Aarte & A curiene.

Tarife ferroviarie — tedi Codice dog. — Trasporth o Witle.

50

50
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Tartufi () ed i funghi, loro natura, storia, coltura, conser-
vazione e cucinatura, di FoLco BRUNI, di pag. VIII-184 2

Tasse di reglstro, bollo, eco. — ved: Codice di bollo — Esattore
— Imposte — Leggi Tasse Reg. e Bollo — Notaio — Riech. mob:

Tassidermista — teds Imbalsamatare — Naturalista viaggiatore.

Té — vedé Prodotti agricoli.

Teatro — vedi Letteratura drammatica — Codice del teatro.

Tecnica microscoplca — tvedi Anatomia microscopica.

Tavole d’ailigazione per I’oro e per I’argento con nume-
rosi es. pratici per il loro uso, F. BUTTARI, p. XII-220.

Tavole logaritmiche — vedi Logaritmi.

Tavole schematiche della Divina Commedia di Dante Ali-
ghieri, di L. PoLacco, seguite da sei tavole topogr. in
cromolit. disegn. dal Maestro G. AGNELLI, pag. X-152

Tecnica protistologica, del Prof. L. MAGGI, pag. XVI-318

Tecnologia — vedi Dizionario tecnico.

Tecnologia meccanica — ved: Modellatore meccanico.

Tecnologia e terminologia monetaria, di G. SACCHETTI,
di pag. xvI-191 . . . .2 -

Telefono, di D. V. chcom dlp IV-12O con 38 ineis., L2
(Esaurito, ¢ inlav. la 2+ ediz. complet, rifatta da G. MOTTA).

Telegraﬁa, del Prof. R. FERRINI, 2* edizione corretta ed

&

~w

50

o e
I

accresciuta, di pag. vIII-315, con 104 incisioni . .2 =
Telegrafia senza fili. (In lavoro).
Telemetria, misura delle distanze in guerra, del Cap. G.

BERTELLI, di pag. XIII-145, con 12 zincotipie . 2 -
Telepatia (Trasmlsswne del pensiero), di A. PAPP&L«\RDO,

di pag. xXvI-829 . . . coe . . 250

— veds anche Magnetismo — lpnotlsmo — Splrmsmo

Tempera e cementazione, dell’Ingegner FADDA, di pagine
VIII-108, con 20 incisioni.

Teoria dei numeri (Primi clementi de]la), per il Prof. T.
SCARPILS, di pag. VLI-152 . . . 150

Teoria delle ombre, con un cenno “sul Chlaroscmo e sul
colore dei corpi, del Prof. E. BoxcI, di pag. vIII-164, con

~
|

36 tavole e 62 figure . . L2 —
Terapia delle malattie dell’ |nfanzm, “del Dott (, Lnu-

NEO, di pag. X1-506 . . . . 4=
Termodmamlca Prof. G. C-\T[‘-L\FO pag \-196 4 ﬁg 1 50
Terremoti — ved:i Slsmologm —- Vulcanismo. «

Torreni — vedsi Chimica agraria — Concimi — Wumus.
Tessitore (Manuale del), del Prof. P. PrSCEETTY, 2 el
riveduta, di pag. XvI-312, con illustraziony . . . . W

’
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X I
Tessuti di lana e di cotone (Analisi e fabbricazione dei),

di 0. GIrDICI. (In lavoro).
Testamenti (Manuali dei), per cura del Dott. G. SERINA,
di pag. vI-238 . . .2
Tigre-italiano (Manuale), con due dizionarietti 1t.ahano-t1gré
e tigré-italiano ed una cartina dimostrativa degli idiomi
parlati in Eritrea, del Cap. M. CAMPERIO, di pag. 180 . 2
Tintore (Manuale del), di R. LEPETIT, 8* edizione, di pa-

&

50

80

gine Xx-279, con 14 incisioni. . . .4 —

Tintura della seta, studio chimico tecmco, d1 'l‘ PASCAL,

di pag. xvI-482 . . . . .5 —

Tipografia (Vol. I). Guida per cln st.ampa e fa. stampa.re -
Compositori, Correttori, Revisori, Autori ed Editon, di 8.

- LANDI, di pag. 280. . . e
Tipografia (Vol. II). Lezioni dl composmone ad uso degh

allievi e di quanti fanno stampare, di 8. LANDI, di p. vIlI-

. 250

' 271, corredato di figure e di modelli. . . . , . . .250

— veds anche Vocabolario tipografico.

Tisici e i Sanatorii (La cura razionale dei), del Dott. A.
ZUBIANI, prefaz. del Prof. B. 8ILVA, p. XLI-240, 4 incis. 2

Titoli di rendita — veds Debito pubblico — Valori pubblici.

Topografia e rillevi — ved¢ Cartografia — Catasto — Celerimen-
sura — Compensazione errori -— Curve — Disegno topografico
— Estimo terreni — Estimo rurale — Fotogrammetria — Geo-
metria pratica — Prospettiva — Regolo calcolatore — Tele-
metria — Triangolazioni.

Topografia di Roma antica, di L. BORSARI, di pag. vin-

486, con 7 tavole . . . 4 50

Tornitere meccanico (Gulda. pra.tma. del), ovvero sistema
unico per calcoli in generale sulla costruzione di viti e
ruote dentate, arricchita di oltre 100 problemi risolti, di
8. DINARO, 2* edizione, di pag. XII-175 . . .2

Traduttore tedesco (Il), compendio delle prmclpah diff-
coltd grammaticali della Lingua Tedesca. del Prof. R.
MINUTTI, di pag. XVI-224. . 1

Trasporti, tariffe, reclami ferrov:arl ed operazuom do-
ganali. Manuale pratico ad uso dei commercianti e pri-
vati, colle norme per I'interpretazione delle tariffe vigenti,
8+ edizione rifatta. di pagine xvI-208 . . , .

Travi metallici composti — Vedi Moments registents.

Triangolazioni topografiche e triangolazioni catastali,
dell’Ing. O. JACOANGELI. Modo di fondar\e sulla teie geo-

[

detica, di rilevarle e calcolarle, di pag. XiV-3AY, con %

50
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L.c.
incisioni, 4 quadri degli elementi geodetici, 82 modelli
pei calcoli trigonometrici e tavole ausiliarie . . . .70

Trigonometria — vedi Celerimensura — Esercizi Geomema me-
trica — Geometria metrica — Logaritmi.

Trigonometria della sfera — vedi Geometria e trigonom. della.

Trine (Le) al fusello in Italia. Lavorazione, discussione,
confronti, cenni bibliografici, analisi, divisione, istruzioni
tecnico-pratiche per eseguirle, con oltre 200 ineisioni, di
GIACINTA ROMANELLI-MARONE. (In lavoro).

Tubercoiosi — veds Tisici.

Uccelli canori (I nostri migliori); loro caratteri e costumi.
Modo di abituarli e conservarli in schiavitd. Cura delle
loro infermita. Maniera per ottenere la riproduzione del
Canarino, di L. UNTERSTEINER, di pag. XII-175 . . .2 —

Ufficiale (Manuale per 1') del Regio Esercito italiano, di T.
MORINI, di pag. Xx-388 . . . . . 8 50

Unita assolute. Definizione, D1mens1om, Rappresentazmne
Problemi dell’Ing. G. BERTOLINI, pag. X-124. . . . . 250

Usciere — veds Conciliatore.
Uva spina — veds Frutta minori

Uve da tavola. Varietd, coltivazione e commercio, del Dott.
D. TAMARO 8 edizione, di pag. XVI-278, con tavole co-
lorate, 7 fototipie e 57 imeisioni . . . .4 —

Valli Iomhnrde — veds Dizionario alpino — Prealpx Bergamasche

Valori pubblici (Manuale per I'apprezzamento dei), e per le
operazioni di Borsa, del D. F. PICCINELLI, 2* edizione

rifatta e accresciuta, di pag. xxIv-902 . . . . . . . 750
Valutazionl — ved: Prontuario del ragioniere.
Vasellame antico — ved: Amatore di oggetti d’arte e curiosita.
Veleni ed avvelenamenti, del Dott. C. FERRARIS, di pag.
XVI-208, con 20 ineisioni. . . . . . . 250

Velocipedi — veds Ciclista.
Ventagli artistici — tedi Amatore di oggetti d’arte e di curiosita.
Ventilazione — veds Scaldamento.
Verbi greci anomali (1), del Prof. P. SPAGNOTTI, secondo
le Grammatiche di CURTIUS e INAMA, pag. XXIV-107 .1 50
Yerbi latini di forma particolare nei perfetto e nel su-
pino, di A. F. PAVANELLO, con indice alfabetico di dette
forme, di pag. vI-215 . . . . . . . . . . . . .150
Vermouth — teds Liquorista.
Vernici, lacche, mastici, inchiostri da stampa. ceralac-
che e prodotti affini (Fabbricazione delle), dell'Ing. Ugo

FORNARI, di pag. VILI-262 . . 2 —
Vetri artistici — veds Amatore oggett a"\tte — mem‘n\ N,
smaltografia.

s,
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Vetro (Industria del), dell’ing. [oSEPH D’ANGELO. In lav.).

Vini bianchi da pasto e Vini mezzo colore (Guida pratica
per la fabbricazione, I’affinamento e la conservazione dei),
di G. A. PRATO, di pag. XII-276, con 40 inc.

Vino (1), di G. GRASSI-SONCINI, di pag. XVI-152.

Vino aromatizzato — veds Cognac — Liquorista.

Viticoltura. Precetti ad uso dei Viticoltori italiani, del Prof.
0. OTTAVI, 5* ed. riveduta ed ampliata da A. STRUCCHI,
di pag. XVI-227, con 80 incisioni .

Vocabolarietto pei numismatici (in 7 hngue) del Dott.
AMBROSOLI, di pag. VIII-184 . .

Vocabolario araldico ad uso degli italmni del Conte 6.
GUELFI, di pag. VIII-294, con 856 incisioni .

Vocabolario compendioso della Imgua russa, dol Prof.
VomovicH, di pag. XvI-238 . . .

Vocabolario tipografico, di S. LANDI. (In lavoro)

Volapiik (Dizionario italiano-volapiik), preceduto dalle No-
zioni compendiose di grammatica della lingua, del Prof.
C. MATTEI, secondo i principii dell’inventore M. SCHLEYER,
ed a norma del Dizionario Volapuk ad uso dei francesi,
del Prof. KERCKHOFFS, di pag. XXx-198 . .

Volapiik (Dizion. volapiik-ital.), Prof, C. MATTET, p XX-204.

Volapiik, Manuale di conversazione e raccolta di vocaboli
e dialoghi italiani-volapiik, per cura di M. Rosi, ToM-
MASI e A. ZAMBELLI, di pag. 152.

Vulcanismo, del Cap. L. GATTA, di pag. \m-"(;s 28 ine.

2ecche — vedi Terminologia monetaria.

Zoologia, dei Prof. E. H. GIGLIOLI e (3. CAVANNA:

[. Invertebrati, di pag. 200, con 45 figure . .

II. Vertebrati, Parte I, Generalita, Ittiopsidi (Pesei ed
Anfibi), di pag. XvI-156, con 33 incisioni

IIi. Vertebrati. Parte 1I, Sauropsidi, Teriopsidi (Re'nh,

Uccelli e Mammiferi), di pag. XVI-200, con 22 incis..

Zoonosi, del Dott. B. GALLI VALERIO, di pag. XV-227.

Zootecnia, del Prof. G. TAMPELINT, p VIL-297, 52 incis,

Zucchero (Industria dello):

I. Coltivazione della barbabietola da zucchero, dell'Ing,
B. R. DEBARBIERI, di pag. XVI-220, con 12 inc..

IL. ominercio, tmportanza economica e legislazione
doganale, di L. FONTANA-RUSS0, di pag. Xu-24%

N

(3]

‘.

HI. Fabbricasione dello zucchero di barbabietolo A~

I'Ing. A. TACCANT, di pag. XT-228, con i\ \nehs .

e
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(I numeri indicano le pagine).

Abbo P. Nuotatore
Acqua C. Microscopio
Adler 6. Eserc. di lingua tedesca 28
Aducci N. Patate (Coltivaz. d.) 46
Aducco A. Chimica agraria. . . 17

Agnelii @. Tav. Div. Commedia 54
Alry Q. B. Gravitazione. . ... 4
Alasia C. Esercizi di Trigono-
mia piana............ 28
— Geometria della sfera . .. 32
AibertiF. Il bestiame e l’agricol. 15
Albicini G. Diritto civile . ... 23
Albini 8. Risiologia. . ...... 29
" Alessandri P. E. Analisi chimica 11

— Analisi volametrica. ... .1
— Chimica applic. all'Igiene.
— Disinfezione
— Farmacista (Manuale del).
— Sostanze alimentari. .. ..
Allorl A. Dizionario Eritreo. .
Aloi A. Olivo ed olio
-— Agrumi
Ambrosoli S. Atene. . ......
— Monete greche
— Numismatica .........
— Vocabvlarietto pei numism.
Antilli A. Disegno geometrico.
Antonini E. Pellagra
Appiani G. Colori e vernici . .
Arlia C. Dizionario bibliogr. .
Arrighi C. Dizionario milanese
Arti grafiche, ecc.. . . . .....
Aschieri F. Geometria analitica
dello spazio
— Geometria anal. del piano
— Geometria descrittiva ... 2
— Geom. projettiva del piano
e della stella
— Geom. projett. dello spazio
Azimonti E. Frumento
— Mais........ .00,
Azzoni F. Debito pubb. italiano
Baccarini P. Malatr, cntmgam
Baddeley V. Law-Tennis . .-
Bagnoli E. Statica .. ..
Ball J. Alpi (Le). ......
Bali R Staweli. Meccanica . ..
Ballerini 0. Fiori artificiali . .
Balzani A. Shakespeare

Baroschi E. Fraseologm franc. 30

Barpi U. Igiene veterinaria .

3\
— Abitaz. degli anim. domest. 10

Barth M. Analisi del vino ...
Bass! D. Mitologie orientali. .
Bastiani F. Porti di mare ... 47
Beifiore 6. Magnet. ed ipnot.. 40

Bellinl A. Igiene della pelle. . 34
Bellio V. Mare (II) . ....... 41
— Cristoforo Colombo. . ... x
Bellotti 6. Luce e colori . ... 39

Belluomini G. Calderaio prat. . 16

— Cubatura dei legnami ...22
— Fabbro ferraio........ 28
— Falegname ed ebanista . .28
— Fonditore. . .......... 30
— Operaio (Manuale dell’) . . 44
— Peso dei metalli....... 46
Beltrami L. Aless Manzoni . . 41
Benetti J. Meccanica.. ..... 41

Bergamaschl 0. Cont.a.biliti!dom. 21
agioneria industriale . 49
Bernardi G. Armonia . . .
Bernhard. Infortunii di mont. . 36
Bertelli @. Disegno topograﬂco 24
— Telemetria 54
Bertolini F. Risorgimento ita-
liano (Storia del)
Bertolini 6. Unita assolute. ..
Bertolio 8. Coltiv. delle min. . 42
Besta R. Anat. e fisiol. compar. 11
Bettel V. Morfologia greca. . .43
Bettoni E. Piscicoltura. .. 46
Biagi G. Bibliotec. (Man. del) 15
Bignami-Sormani E. Dizionario

alpino italiano......... 2%
Biraghi @. Socialismo . ... .. 51
Bisconti A, Esercizi greci .. .28
Bock C. Igiene privata . .... H

Boito C. Disegno (Princ. del) . 24
Bombiccl C. Mineral. generale 42
— Mineralogia descrittiva. . . 42
Bonacini C. Fotografia ortocr. 30
Bonci E. Teoria delle ombre . 54
Bonelli L. Grammatica turca . 34
Bonetti E. Biancheria (Disegno,
taglio, ecc.). « ... 0. ... 15
Bonino @. B. Dialetti greci. . . 23
Bonizzi P. Animali da cortile. 12
— Colombi domestici .. ...19
Borgarello E. Gastronomia, Ter-

minologia \ta\iana e franc.
con INM menas
Borlettl F. Colermenswra, . .«
Boraari .. Topog. A Roma ank
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Boselli E. Gioielleria e oreflc. 32
Bragagnolo G. Storia di Francia 53
— Storia d'Inghilterra. ... .53
Brigiuti L. Letterat. egiziana . 38
Brocherel 8. Alpinismo. .. .. 11
Brown H. T. Meccanismi (500) 41
Bruni F. Tartufi e funghi .. .

Brunl E. Catasto italiano. ... 17
— Cedice doganale italiano.. 18
— Contabilita dello Stato. .. 21
— Imposte dirette. . .. .... 35
— Legislazione rurale.. ... 37
— Ricchezza mobile . .. ... 49
Bruttinl A. Il libro dell'agricol. 10

Buool dl Santafiora. Marino .
— Flotte moderne (Le). . . . .
Budan E. Autografi (Racc. di).
Burali-Forti C. Logica matem.
Buttari F. Saggiatore (Man. d.)
— Tav. per l'allig. oro e arg.
Caffareili F. Strumenti ad arco
Calliano C. Soccorsi d'urgenza

— Assistenza degli infermi. . 13
Calzavara V. Industria del gas 31
Camperio M. Tigré-italiano . . 55
Canestrini E. Fulmini e paraf. 31
Canestrinl @. Apicoltura. . ... 12
— Antropologia . ........ 12
Canestrini C. e R. Batteriologia 15
Cantamessa F. Alcool. . .. ... 10
Cdntoni C. Logica. . . ...... 39
Cantoni C. Psmologw. ...... 48
Cantoni 6 Prato (Il). .47
— Tabaceco A . . ........ 53
Cantoni P. Igroscopi, igrome-
tri, umidita atmosferica. . . 35
Caatil C. Storia italiana . ... 53
Capello F. Rettorica. ... ... 49
~— Btilistica . . .. ... . 53
Capilupl A, Assicuraz. e =t|nm 13

Cappellettl L. Napoleone L. .. 4

— Letterat. spagn e portogh 38
Cappelll A. Diz abbreviat. . 25
Carazzi D. Ostricoltnra. .. .. 45

— Anat. microsc (Tecn. di) .
Carega dl Muricce. Agronomia 10
— Estimo rurale......... 23

Carnevall T. Scienza finanze . 51
Carotti § Storia dell'arte ... 53
Carraroli A. Igiene rurale. .34
Casagrandi V. Storia e cronol. 53
Casali A. Humus (L). .. .. .. 34
Casteliani L. Acetilene (L°). .. 10
— Incandescenza. . .. . R Y
Castig’ioni L. Beneficenza . .. 15

Cattaneo C, Dinamica element. 23

Cattaneo C. Termodinamica . .

— Terapia infanzia....... 5

Cattaneo 8. Embriolog. e morf. 27
Cavanna Q. Zoologia. ... ... 57
Cavara F. Funghi mangerecci. 31
Celorla @. Astronomia. . ... . 14

Cencelli-Perti A. Macch. agric.
Cereti P. E. Esercizi latini. . .
Cerruti F. Meccanismi (500) .
Ceruttl A. Fognat. domestica .
Cettolini S. Malattie dei vini .
Chiapetti G. 1.’alcool industriale
Chiesa C. Logismografia . . ..
Ciampoli D. Letteratare slave.
Cignoni A. Ingegnere navale .

Claudl C. Prospettiva
Clerlco G. vedi Miiller, Metrica
Collamarini . Biologia
Colombo @. Ingegnere civile. .
Colombo L. Nutriz. del Bamb. 44
Comboni E. Analisi del vino. . 11
Concari T. Gramm. italiaua . . 33
Consoli S. Fonologia latina . .
— Letteratura norvegiana . .
Contl P. Giardino infantile . .
Contuzzi F. P. Diritto costituz.

— Diritto internaz. privato. . 24
— Diritto internaz. pubblico. 24
Corsi E. Codice del bollo. . .. 18

Cossa A. Elettrochimica . . . .
Cossa L. Economia politica . . 26
Cougnet. Pugilato antico e mod.
Coulliaux L. Igiene della bocca.
Cova E. Confez. abiti signora.
Cremona 1. Alpi (Le) .

Cristofoii L. Stenografo pr:mco
Crollalanza @. Araldica (Gr.).
Croppi G. Canottaggio. . .. ..
Crotti F. Compens. degli errori
Curti B. Infortuni della mont.

Cust R. Relig. e lingue d.India 49
— Lingue d’Africa ....... 39
D’Adda L. Marine da guerra . 41
Dal Piaz. Cognac .. ....... 19
Damiani Lingue straniere . .. 39
D’Angelo S. Vetro. . ....... 57
Da Ponte M. Distillazione . .. 24

De Amezaga. Marino militare . 41
De Barbleri R. Zucchero (Ind. d.) 57
De Brun A. Contab. comunale. 20
De Ciills E. Mosti (Densita dei) 44
De Gasparis A. Sale e Saline . 50
De Gregorio @. Glottologia. . . 33
De Gubernatia A. Lett. ndana
— Lingue & Africa N 1
— Mitologia comparan . . .-
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De Gubernatis A. Relig. e lin-
gue dell'lndia......... 4
Dell’Acqua F. Morte (La) vera
e la morte apparente .. ..
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De Marchi L. Meteorologia. . . 42
— Climatologia. . .. .. .... 18
De Mauri L. Maioliche (Amat.di) 40
— Amatore d'oggetti d’arte . 11
De Sanio G. Codice daziario. . 18
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Dessy. Elettrotecnica . ... ..
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Di Maio F. Pirotecnica. ... .. 46

Dinaro S. Tornitore meccanico 54
— Montatore di macchine . . 43

43 | Franchl L. Codici

Franceschi 8. Conserve aliment. 20
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— Insetti nocivi .. ....... 36
18-19
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